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Presentacion

La loégica matematica contribuye significativamente en la formacién de los ingenieros de sistemas,
informéticos y profesionales. En los curriculos de Ciencias de la Computacién (ACM & IEEE, 2008),
Ingenieria de Software (ACM & IEEE, 2004b) e Ingenieria Informatica (ACM & IEEE, 2004a),
la contemplan como un concepto dentro su cuerpo de conocimiento. La légica mateméatica posee
una estrecha relaciéon con areas como las matematicas discretas, la programacion de computadores,
las estructuras de datos, la teoria de grafos, las bases de datos (Castel de Haro, 2011). También
estd relacionada con la Inteligencia Artificial al ser la légica la base de métodos para representar el
conocimiento. En la Ingenieria de Software, la logica se usa en la especificacién de requisitos utilizando
lenguajes formales.

Existe una importante cantidad de productividad académica relacionada con los temas de logica
matematica a nivel de pregrado universitario. Como metodologia para la ensefianza de la logica, es
comun que se presenten las técnicas basicas de resolucion de problemas, acompaniadas de una serie de
ejercicios sobre cada una de las tematicas.

Los lineamientos metodolégicos y pedagdgicos del libro buscan aportar al propodsito general de la
formacién de los ingenieros de sistemas y de profesiones afines. Asi mismo, se pretende que el
libro contribuya al desarrollo de capacidades en los cuales, el estudiante pueda explicar, demostrar,
solucionar problemas y hacer representaciones, haciendo uso de la légica matematica. El libro presenta
por capitulos los elementos conceptuales fundamentales de la légica. En cada uno de los capitulos
se proponen una serie de actividades de aprendizaje, las cuales estan orientados al desarrollo de las
competencias definidas al inicio de las unidades tematicas.

La estructura del libro, esta orientada a que el estudiante asuma en cada actividad un rol activo en
su proceso de aprendizaje, pues se considera fundamental que ellos identifiquen la importancia de esta
disciplina dentro de su proceso de formacién. Asi mismo se espera que el profesor cuente con una
guia que soporte el aprendizaje en cada uno de los temas. La experiencia en la ensefianza de la logica
matematica motiva a proponer un texto universitario a partir del cual se resuelvan problemas légico —
matematicos de una forma estructurada y formal.
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Introduccién

El libro Loégica Matemaética para Informéticos tiene como proposito fundamental, contribuir a la
formacién de los futuros profesionales de la Ingenieria de Sistemas y afines. El libro presenta los
conceptos fundamentales de la 16gica matematica con aplicaciones a las ciencias computacionales.

El lector de este libro identificard los elementos fundamentales de la légica matematica. Asi mismo,
comprenderd los problemas que puede abordar y resolver desde esta area del conocimiento. En cada
uno de los capitulos el lector podré establecer la relaciéon conceptual entre la teoria y su aplicacion
en el area de la Ingenieria de Sistemas. El libro presenta una serie de actividades a resolver por el
estudiante, las cuales se presentan de forma incremental y buscando que se desarrolle un pensamiento
formal para la soluciéon de problemas.

El libro esté estructurado en 5 capitulos, los cuales se presentan a continuacién.

El capitulo 1 denominado fundamentos de la légica matematica. Se presentan los aspectos béasicos
para determinar las propiedades de las expresiones proposicionales. Asi mismo, se exponen los
principales operadores booleanos. Finalmente se muestran los aspectos fundamentales para transformar
expresiones en lenguaje natural a su equivalente en lenguaje proposicional, mediante el uso de los
operadores l6gicos y de los signos de agrupacion.

En el capitulo 2 llamado cdlculo proposicional, se presenta un lenguaje proposicional a partir de
un alfabeto légico, sintaxis y semdntica. Se expone el concepto de interpretacién booleana y su
aplicacién en la valoracién semantica de expresiones proposicionales. También se exponen dos métodos
de deducciéon automaética: método de resolucién y método de los tableros semanticos, a partir de los
cuales es posible determinar propiedades de satisfacibilidad, validez, no validez e insatisfacibilidad de
una férmula proposicional.

El capitulo 3 denominado argumentos, reglas de inferencia y limites de la 16gica, presenta los principales
elementos de los métodos de razonamiento, a partir de los cuales se pueden determinar propiedades
de validez y no validez. Se expone las reglas de inferencia mas cominmente aplicadas en el calculo
proposicional. Se explicaran reglas de inferencia como Modus Ponens, doble negacién, Tollendo
Tollens, Tollendo Ponens, De Morgan, Simplificacién, Conmutativa, Bicondicional, Contrarreciproca,
Disyuntiva, entre otras.

El capitulo 4 llamado légica de predicados, presenta los aspectos fundamentales de la aplicacién de
los predicados. Se presentan las equivalencias 16gicas entre los diferentes cuantificadores (universales




12 iINDICE GENERAL

y existenciales). Se explican los conceptos de férmulas atémicas, términos y argumentos. También se
realiza la formalizacién de los predicados y las propiedades de las férmulas.

El capitulo 5 del libro denominado programacioén légica en Prolog, presenta los elementos sintacticos
fundamentales de la programacion légica. Se introduce el concepto de seccién, hecho y conjuntos de
reglas aplicables en Prolog. Se muestra el funcionamiento y aplicaciéon de la recursividad en Prolog.

Como elemento complementario al proceso de ensefianza al estudiante, se propone el desarrollo de dos
proyectos de curso. En ambos proyectos se describe el desarrollo de dos herramientas informaticas que
soporten el método de resolucién y el método de los tableros semdanticos. Estos proyectos se establecen
como estrategia de formacién complementaria en el curso.

Para el desarrollo del proyecto, se propone la metodologia de proyectos formativos; los cuales, son
una metodologia para el desarrollo y evaluacién de competencias. La metodologia estd fundamentada
en el método de proyectos, el cual fue conceptualizado por Kilpatrick (Kilpatrick, 1918), como un
proceso dindmico para organizar la ensefianza mediante fases (propuesta, planificacién, ejecucién y
evaluacién) y actividades formativas articuladas, en las cuales se involucra de forma activa a los
estudiantes en contextos de desempeno especificos y en donde se espera, que ellos desplieguen sus
diferentes competencias encaminadas a la solucién de un problema. Un proyecto formativo se estructura
por medio de fases en las cuales, participan el profesor y los estudiantes, estas fases son los escenarios
en donde se establecen las actividades de aprendizaje necesarias para que los estudiantes alcancen las
competencias definidas. Las fases de un proyecto formativo son: direccionamiento, planeacion, ejecucién
y socializacién (Tobén, 2013).

La evaluacién en los proyectos formativos estd basada en evidencias, las cuales, son valoradas mediante
ribricas con los niveles de dominio. Los niveles de dominio son los grados que describen cémo se forman
y desarrollan las competencias desde lo més sencillo a lo mas complejo, y a partir de los cuales se unifican
los criterios que orientan al docente y a los estudiantes en torno a la valoracion de las competencias
que se van desarrollando (Tobén, 2013)




cAPiTULO 1

Fundamentos de la |6gica matematica

En cualquier formalizacién
consistente de las matemadticas
que sea lo bastante fuerte para
definir el concepto de niimeros
naturales, se puede construir una
afirmacién que ni se puede
demostrar ni se puede refutar
dentro de ese sistema.

Kurt Godel.
1906 — 1978

Los aprendizajes esperados para el capitulo fundamentos de l6gica matematica son:

= Capacidad para identificar y comprender los conceptos fundamentales de la légica matematica y
su aplicacién en la resolucién de diversos tipos de problemas.

= Representa mediante un lenguaje de logica proposicional diversos tipos de expresiones
considerando las propiedades de los operadores 16gicos.

= Determina las propiedades de una expresién proposicional aplicando adecuadamente un algoritmo
de deduccion.

= Comprende el valor de una expresién teniendo en cuenta el significado de los operadores logicos
y los signos de agrupacion.

» Transformar una expresién proposicional a su equivalente en notacion prefija.

= Construir el arbol de formacién de una férmula proposicional de acuerdo a la precedencia de los
operadores logicos.

» Transformar una expresion en lenguaje natural a su equivalente en lenguaje proposicional,
haciendo uso de los operadores légicos y de los signos de agrupacion.




1.1

1.2

14 Fundamentos de la Iégica matematica

Introduccion

La logica en el area de las matematicas, es la ciencia que estudia los métodos de razonamiento, permite
demostrar teoremas, indica reglas y técnicas para determinar la validez o no de un argumento y
proporciona métodos adecuados para obtener conclusiones. La légica por medio de la formalizacion del
lenguaje y de sus reglas bésicas proporciona las herramientas necesarias para resolver diferentes tipos
de problemas que tienen sus origenes y aplicaciones en diferentes areas de las ciencias. En diversos
trabajos (Zarate, 2003), (Castel de Haro, 2011), (Ostra, 2008), se presentan las concepciones filoséficas
y matematicas que dieron origen al concepto de logica.

El ser humano puede comunicarse por medio de diversos sistemas convencionales de simbolos. Una de
estas formas de comunicaciéon es posible mediante el lenguaje natural, a través del cual es posible
estructurar oraciones interrogativas (preguntas), oraciones exclamativas (de sorpresa), oraciones
desiderativas (de deseo), oraciones imperativas (de orden) y oraciones declarativas (afirmativas o
negativas). La 16gica provee los elementos para describir y representar el conocimiento a través de
métodos de formalizacion de las frases declarativas.

En este capitulo se expondran los conceptos bésico de la légica proposicional desde las frases
declarativas simples (enunciados o proposiciones), debido a que estas se constituyen en los elementos
béasicos de transmisién del conocimiento humano. Las frases interrogativas, exclamativas, desiderativas
e imperativas, no denotan hechos y por lo tanto no es posible verificar su veracidad.

Proposiciones

Una proposicion matematica es una expresion declarativa expresada en lenguaje natural que posee un
significado de acuerdo un criterio definido y a partir del cual puede ser clasificada inequivocamente
como verdadera o falsa, pero no de ambas formas a la vez. En la logica matematica se consideran las
oraciones declarativas como oraciones a partir de las cuales se pueden constituir proposiciones. Todas
las proposiciones se consideran oraciones, pero no todas las oraciones se consideran proposiciones.

Las proposiciones pueden denotar acciones, establecer relaciones entre objetos y sujetos, y determinar
propiedades a objetos, personas y animales.

Las siguientes oraciones o enunciados son proposiciones, debido a que para cada de ellas es posible
establecer si es verdadera o falsa.

= Los estudiantes participan en la jornada cultural.

= La politica en Colombia se estd trasformando.

= Alberto se gradu6 de la Maestria en Educacién.

= Java es un lenguaje de programacion.

= 31 no es un nimero primo.

= Las personas utilizan las redes sociales para establecer relaciones de amistad.
= Se firmo el tratado de libre comercio con Corea del Sur.

En el lenguaje natural existen oracién que son comunmente utilizadas, estos son las oraciones
interrogativas, exclamativas, imperativas. En lenguajes naturales tales como el espafiol, aleméan, inglés,
entre otros, las proposiciones no se pueden constituir a partir de oraciones imperativas, exclamativas
o interrogativas. Este tipo de oraciones no especifican hechos y por lo tanto no es posible determinar
en ellas propiedades de verdad o falsedad. Tampoco las oraciones exclamativas o admirativas, las
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dubitativas y los juicios de valor, son consideradas como proposiciones (Zarate, 2003).

Las siguientes oraciones no se consideran proposiciones.(ver tabla 1.1)

| Tipo | Oracién

Interrogativas . Quién soy?
. Qué hora es?
;Cual es tu fecha de nacimiento?

Imperativas Debemos alimentarnos sanamente.
Tienes que cuidar a tu hermana.
Exclamativas iHola amigo!
iPor favor estudia!
iPor Dios!
Dubitativas Posiblemente es mejor de esa manera.

Quizas no estudié lo suficiente.

Tabla 1.1: Tipos de Proposiciones

El significado de verdad o falsedad de una proposicién estd determinado a partir de su estructura
semantica. Por ejemplo si se tienen las oraciones:

= Estd descompuesto el automovil.

= El automovil estd descompuesto.

Ambas proposiciones desde la interpretacion en lenguaje natural son iguales, a pesar de tener una
estructura sintéctica diferente, por lo tanto, la verdad o falsedad de una proposicién se determina
desde el punto de vista de su estructura, sin tener en cuenta el significado seméantico. Por ejemplo, si
se tiene la expresion:

= Violeta brilla en América.
En esta expresion, no se sabe si Violeta es una persona, una planta, un animal o cualquier otro concepto.
Es posible otorgar el valor de verdad o falsedad a la expresion, pero su semdantica resulta compleja

para ubicarla en un determinado contexto.

Las siguientes oraciones presentan posible ambigiiedad en su significado seméantico:

= Francisco le dio la vuelta a Santiago.
= Lima estd de fiesta.

= Florencio vive en la cordillera central.
= Kennedy pertenece a Bogota.

= Karina invadié a Nicaragua.

.:Actividad 1.1. Identificacion de proposiciones

1. Indique cudles de las siguientes oraciones corresponden o no a proposiciones.




16 Fundamentos de la Iégica matematica

Oracién | Si | No |
Que tengas un feliz dia

Los ntimeros primos son impares
Alberto es disciplinado

El nimero 8 es un ntimero perfecto

. Por qué no participaste en el evento?
X es un numero par

Nunca engafies a las personas

iNo hagas parte de ese juego!

JPodrias asumir esa deuda?

No puedes usar las redes sociales

El Pais esta en un periodo de cambio
Java no es un lenguaje de programacion
No cambies de gasolina a Diésel

2. Dadas las siguientes expresiones, sefiale a cual tipo pertenece: imperativa, exclamativa o
dubitativa.

| Oracién Imperativa | Exclamativa | Dubitativa |

Tal vez es posible la
solucién al caso
;,Cuantos anos tienes?
Por favor entregue las
llaves de la moto

Quizas las cosas mejoren
para ella

Seguramente serd elegido
como alcalde

. Es posible una rebaja de
precio?

iMe imagino la alegria de
tu papal

Escuche lo que dice el
Presidente

iQué alegria saber que
llegaste bien!

A lo mejor viaje a
Cérdoba el préximo mes
jFelicidades por tu nuevo
titulo!

Sin duda alguna es la
mejor opcién

Evaluacion de las proposiciones

Una proposicién puede ser clasificada como verdadera o falsa, para lo cual es necesario establecer una
notacién especifica. Tradicionalmente las proposiciones se representan con las letras finales del alfabeto.
Para este libro se utilizardn las letras mintsculas: p, g, 7, s, t,... . Cada una de estas letras recibe el
nombre de dtomo.
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Representacion de una proposicién
La estructura para la representacién de una proposicién serd un dtomo acompaiiado de : (dos puntos),
y a continuacion la expresién que denota la proposiciéon.

p: proposicion 1
q: proposiciéon 2
r: proposicién 3

Basados en la estructura definida, las siguientes expresiones denotan una proposicion:
= p: Bogota tiene alcaldias locales.
= ¢: Valdivia estd ubicado geograficamente al sur de Chile.
s 754 >38% 2
s brty=y+tux
= u: los tiquetes a Miami estan en promocion.
= s: los estudiantes realizan autoevaluacion de sus trabajos.

Cuando se clasifica o establece la verdad o falsedad a una proposicién, se estd asignando una
interpretacion. Para representar una interpretacion a la proposicién, se usarad la letra mintscula v,
seguida de un atomo entre paréntesis y finalmente la asignacién del valor de verdad o de falsedad.

v(atomo) = valor de verdad
v(atomo) = valor de falsedad

Una proposicién puede tomar s6lo uno de dos posibles valores: Verdadero (V) o Falso (F).

v(dtomo) =V 6 v(adtomo) = F

Los siguientes ejemplos muestran la interpretacién dada a la proposiciéon:

| Proposicion | Interpretacion |
p: Manuel es experto en mercadeo v(p) = F (p se asigné falso)
¢: El niimero 9 es un numero perfecto | v(q) =V (g se asigné verdadero)
r:24+8#10 v(r) =V (r se asigné verdadero)
t: 10 no es divisible por 4 v(t) = F (p se asigné falso)

1.3.2 Negacion de una proposicion

Cuando se niega una proposicién, ésta se convierte en falsa si es verdadera, o se convierte en verdadera
si es falsa. La negacién se puede expresar en lenguaje matematico a través de diferentes simbolos, entre
los que se encuentran:

= Sobreponiendo a una proposicion el simbolo -
= Anteponiendo a una proposicién el simbolo = o el simbolo ~ (notacién simbdélica de Scholz)
= Anteponiendo a una proposicién el simbolo !

Para este libro, la negacién se representard mediante el simbolo — . En lenguaje natural algunas de las
expresiones usadas para expresar la negacion son:

= Nop
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= Es falso p

= No es cierto p

= No es el caso p

= No se da el caso que p

Si p es verdadera, entonces —p es falsa, y viceversa.

p P
v F
F V

Para mostrar la aplicacion de la negacién en lenguaje natural, a partir de la oraciéon: “Todas redes
sociales fomentan la difusion de informacion”, se presentan las diversas formas en que ésta puede ser
negada:

= No todas las redes sociales fomentan la difusién de informacién.

= No es cierto que todas las redes sociales fomentan la difusién de informacién.
= No es el caso que todas las redes sociales fomentan la difusién de informacién.
= Es falso que todas las redes sociales fomentan la difusiéon de informacién.

= Algunas redes sociales no fomentan la difusién de informacién.

En algunos casos traducir directamente la interpretaciéon de la negacién al lenguaje natural puede
resultar complejo dadas las implicaciones semdanticas a las que se pueden llegar.

Por ejemplo si se tiene la proposicién: “La variable se encuentra inicializada”, una negaciéon directa
seria: “No la variable se encuentra inicializada” La forma en la cual estd expresada la negacion de la
proposicién no es comun y su expresiéon semantica no es la mas adecuada. Para este caso es adecuado
utilizar otras formas para la lectura de la negacién de la oraciéon. Por ejemplo, una mejor forma de
expresar la negacién de la proposicién negacion seria: “La variable no se encuentra inicializada”.

El simbolo de la negacién (=) es un operador unario que se puede aplicar a los d4tomos y a expresiones
mas complejas. A continuacién se presenta una proposicion y al frente su correspondiente en negacion.

| Proposicion | Negacion |
37 es un numero primo 37 no es nimero primo
5 es mayor que 7 5 no es mayor que 7
Las redes sociales existen Es falso que las redes sociales existen
T es mayor que z Z NO es mayor que 2
El empleado gana bonificacién | El empleado no gana bonificacién
>y <y

La negacion también se aplica a los atomos.
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| Valor de la proposicién | Valor de la negacién de la proposicién

v(g) = F v(g) =V
v(-p) =V vip) =F
EE =
v(—s)=F v(s)=V
v(——t)=F v(—t) =V

En la léogica matematica se utiliza la doble negacién, es decir, la negaciéon de la negaciéon de una
determinada proposiciéon. Cuando a una proposicion se aplica la doble negacién, esta es por si misma
la misma proposiciéon. La doble negacion se puede expresar en lenguaje matematico mediante diferentes
simbolos:

= Sobreponiendo a una proposicion dos veces el simbolo -
= Anteponiendo a una proposiciéon dos veces el simbolo = o dos veces el simbolo ~

= Anteponiendo a una proposicién dos veces el simbolo !
Los siguientes son ejemplos en lenguaje natural donde se usa la doble negacion:

= No es cierto que no tenga motivacion para estudiar.
= No es verdad que el programa académico no estd acreditado
= Nadie sabe nada

= No voy nunca a viajar en avion

En la actividad 1.2 se proponen ejercicios para trabajar con negacién de las proposiciones.

.:Actividad 1.2. Negacion de proposiciones

1. Dadas las siguientes expresiones, escriba su negacion correspondiente.

| Proposicion | Negacién de la proposicion

28 es un numero perfecto

32 es el factorial de 6

21 en serie Fibonacci
corresponde al valor 8

2 es el maximo comiin divisor
entre 26 y 6

Alas  pertenece a las
aerolineas nacionales

2. Dadas los siguientes valores de las proposiciones, escriba su correspondiente negacion.

Proposicién | Negacién de la proposicién |




1.4

1.4.1

20 Fundamentos de la Iégica matematica

3. Dadas las siguientes expresiones, niéguelas usando minimo las frases mas utilizadas en lenguaje
natural:

= El plan de estudios de Ingenieria de Sistemas y Computacién tiene 178 créditos y tiene
registro calificado.

= Kl presidente de la republica esta buscando la paz con los actores de la violencia.

= Colombia tiene representacién en la ONU.

Tipos de proposiciones

Las proposiciones se clasifican en dos tipos de acuerdo a su estructura: simples y compuestas. A
continuacion se explica cada una de ellas.

Proposicién simple

Una proposicién en su forma mas elemental se llama atémica o simple. Se considera simple si solo
expresa una idea sobre algo y no incorpora conjunciones de indole gramatical. En las proposiciones
simples no se encuentran conectores l6gicos y no es posible encontrar en ellas otras proposiciones.

Ejemplos de proposiciones atémicas o simples.

= 0: Moodle es un sistema de gestién de aprendizaje.

= p: Los sistemas adaptativos son utilizados en la educacion virtual.
= ¢: Felipe fue ascendido en su puesto.

= 7: 23 es un nimero impar.

= 5: La temperatura lleg6 a los 30°C

= {: 17 no es un ntimero compuesto.

= w15% 4 * 5 <200

Las proposiciones simples de acuerdo a su estructura pueden ser de caracter relacional o basadas en
predicados. Las de caracter relacional se constituyen de dos o més objetos o sujetos vinculados entre
si, por ejemplo:

= Armenia es la capital del Quindio.
= Tatiana es la madrina de Alberto.
= Juliana es mayor que Andrea.

Las proposiciones simples basadas en predicados, son las que constan de un objeto o sujeto del cual se
afirma algo, por ejemplo:

= Juan es investigador.
= 11 no es un namero perfecto.
= La mascota estd enferma.

La caracteristica principal de las proposiciones simples, es que estas no se pueden dividir y por esta
razén, es posible identificar el valor de la formula atémica, bien sea verdadero o falso, lo que implica
que el nimero posible de interpretaciones de una férmula simple es 2.
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Proposicién compuesta

Las proposiciones compuestas, son aquellas que estan conformadas por proposiciones simples unidas a

través de conectores 16gicos. Los conectores logicos mas frecuentemente usados son: ‘si. .. entonces...’,
[P

‘st y solo si...’; ‘y’, ‘o’ Una proposicion compuesta también se puede identificar cuando ésta tiene
varios verbos, sujetos u objetos. A continuaciéon se muestran algunas proposiciones compuestas:

= m: Gabriel tuvo nacionalidad colombiana y mexicana

= n: 15 es un namero divisible por 4 o por 13

w022 —16=0siysélosiz =40z =—4

= p: Java es un lenguaje de programacién imperativo o declarativo
= ¢: Camilo y Orlando estdn haciendo su tesis de maestria

= 7: Felipe deposita su tesis si y sélo aprueba los créditos

= 5: 18 es multiplo de 9 y divisor de 54, o 18 es divisible por 3

Los conectivos légicos permiten la relacién de proposiciones simples. Por ejemplo, si se tienen las
proposiciones simples:

= 0: La recursividad en la programacion es un tema complejo.
= p: El estudiante no tiene bases de programacion.
= ¢: Los algoritmos recursivos tienen pocas lineas de codigo.

= 7: El estudiante utiliza programacion iterativa.

Es posible construir enunciados compuestos que denotan proposiciones mas complejas para su anélisis.
En este caso se utilizaran los conectores logicos: y, o, si... entonces..., si y sélo si...

= La recursividad en la programacién es un tema complejo si y solo si el estudiante no tiene bases
de programacion.

= El estudiante no tiene bases de programacion o el estudiante utiliza programacién recursiva.

= Si el estudiante no tienen bases de programacion, entonces utiliza programacion iterativa.

La verdad o falsedad de una proposicién compuesta se determina a partir de la verdad o falsedad de
cada proposicién simple y de los operadores que se usan como conectores.

.:Actividad 1.3. Proposiciones simples y compuestas

1. Dadas las siguientes proposiciones, construya enunciados utilizando los conectores légicos: v, o,
si... entonces. .., si y solo si...

= 0: Los tiquetes aéreos son costosos.
= p: El repuesto es construido en Francia.
= ¢: El impuesto a la gasolina es anual.

= 7: Los viajeros han disminuido el viaje.
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| Nombre | Conectivo légico | Simbolo ]
Conjuncién Y A
Disyuncién Inclusiva O \%
Disyunciéon Exclusiva 0 v
Condicional Si ... entonces —
Bicondicional si y sélo si ~

Tabla 1.2: Principales operadores 16gicos

Operadores logicos

Las proposiciones se relacionan a través de operadores que permiten formar otras proposiciones, estos
operadores son los responsables de las relaciones logicas entre las expresiones. Los operadores que
permiten la unién proposiciones se llaman operadores binarios. Los siguientes son los principales
operadores légicos: (tabla 1.2)

A continuacién se hard un andlisis de cada uno de los conectivos 16gicos.

Conjuncién

El conectivo logico para la conjuncion se representa mediante el simbolo A. Sean p y q dos proposiciones,
entonces p/Aq es llamada la conjuncién entre las proposiciones p y ¢q. Algunas frases en lenguaje natural
en las que aparece la conjuncién pueden ser:

"pyq

= p pero g

= p aunque ¢

= p sin embargo ¢
= p no obstante ¢
= p a pesar de ¢

= p a menos ¢

= p igualmente ¢

La proposicién p A q se considera verdadera cuando p es verdadera y q es verdadera, es decir, cuando
ambas proposiciones son verdaderas a la vez. Algunos ejemplos de representacién en lenguaje natural
en los cuales se utiliza la conjuncién son los siguientes:

= La cobertura en educacién y la calidad de los profesores es inadecuada.
= El rendimiento académico del estudiante es bueno, sin embargo, su actitud no es la adecuada.
= El producto es bueno, no obstante, su precio lo hace inalcanzable.
= El rector tiene un plan de gobierno, no obstante, tiene un equipo de trabajo desintegrado.
= Aunque esté lloviendo es posible realizar el vuelo.
= Estd nevando pero es posible navegar.
En el lenguaje natural es frecuente usar formas abreviadas para expresar proposiciones, por ejemplo:

= Jorge y Mauricio van a estudiar un Doctorado en Ingenieria.




1.5 Operadores logicos 23

Equivale a expresar por separado:
= Jorge va a estudiar un Doctorado en Ingenieria.
= Mauricio va a estudiar un Doctorado en Ingenieria.

Es comun la representacion de proposiciones utilizando atomos unidos a través de conectivos logicos.
Por ejemplo si se tiene la expresién p A ¢, se puede dar una interpretaciéon arbitraria a cada uno de los
atomos que componen la expresion:

= u(p) =V
= v(q) =F

Entonces v(p A q) = F, dado que al menos una de las interpretaciones es falsa.

Las siguientes proposiciones tienen asignadas interpretaciones arbitrarias a los atomos, los cuales
determinan la evaluaciéon de la proposicion.

Proposiciéon | Interpretacién Evaluacién

Proposicién
(p A —q) vp)=F, v(-q=V v(pA—g) = F
(pAs) vp) =V, w(s)=V vipAs) =V
(PN q) vp) =F, v(g=F vipAhg) =F
(g A q) v(p) =V, vg=F v(ogNg) =F
S(pA-gAT) [ ulp) =V, w(ng) =] oa(pAogAT) =V

V, w(r)=F
Tabla 1.3

Para el caso de la expresiéon: —(p A =¢ A 1), de acuerdo con los valores asignados a cada uno de los
atomos, se tiene que (p A =g A r) evallia como falsa la expresién, pero teniendo en cuenta que a la
misma le antepone el operador —, la expresién queda evaluada como verdadera.

El uso del operador de conjuncién, es equivalente en la 16gica de conjuntos a la operacién de interseccion.

.:Actividad 1.4. Conjuncion

1. Dadas las siguientes proposiciones, defina una interpretacion para cada uno de los dtomos y
evaliie cada proposicion.

| Proposicién | Interpretacion | Evaluacién Proposicién |
~(p A —q)
(P A2gAT)
(pAgAT)
(zpA ) Ap)

2. A continuacién se muestran pares de proposiciones, a los cuales es necesario determinar su valor

de verdad.

| Proposicién | Proposicién | Expresién | Evaluacién |
t: 2 es nimero par | s: 2 es numero | tAs
(V) primo (V)
w: 5 <7 (V) r:4 >0 (V) rAw

p: 0=z (F) ¢grz+l=xF) | pAg
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1.5.2 Disyuncion inclusiva

La disyuncién inclusiva se representa mediante el conectivo logico V. La proposiciéon p V ¢ es llamada
la disyuncién inclusiva entre las proposiciones p y q. Se considera p V ¢ falsa, cuando la proposicién p
y la proposicién ¢ son falsas a la vez. Este operador se evaliia como verdadero, en el caso que al menos
una proposicién sea verdadera, incluyendo el caso en que ambas variables también lo sean.

Algunas frases en las que aparece la disyuncién son:
"= pog
= p o q o ambos
= al menos p o ¢
= minimo p o ¢

Algunas frases de representacién en lenguaje natural en los cuales se utiliza la disyuncién son las
siguientes:

= El experimento estuvo mal disenado o las personas mintieron.
= Para cobrar el subsidio al menos debe ser menor de edad o estar estudiando.
= Para pagar el impuesto debe tener cuenta corriente o de ahorros.

= El parcial estaba dificil o mal redactado, o ambas cosas.

Las siguientes proposiciones tienen asignadas interpretaciones arbitrarias a los adtomos, los cuales
determinan la evaluaciéon de la proposicion.

| Proposiciéon | Interpretacion | Evaluacién Proposicién |
(=pV —q) v(p) = F, v(og) =V v(pV g =V
(pVaqVvr) v(p) =F, v(g) =F v(r) =F v(pVeVvr)=F
(pVaqVr) v(p) =F vlg) =F v(r)=F w(pVeVvr)=V

Tabla 1.4

El uso del operador de conjuncion, es equivalente en la légica de conjuntos a la operacién de la unién.

.:Actividad 1.5. Disyuncion Inclusiva

1. Dadas las siguientes proposiciones, defina una interpretacion para cada uno de los dtomos y
evalte.

| Proposicién | Interpretacion | Evaluacién Proposicién |
~(=p V ~q)
~(pVgqV-r)
(pVaqVvr)
~=(opV )
(w0
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2. A continuacién se muestran pares de proposiciones, a los cuales es necesario determinar su valor

de verdad.

| Proposicién| Proposicién

| Expresion

| Evaluacién |

s: 2 es numero | rVs

El tridngulo

r:
2 es numero | positivo (V)

primo (V)

t:24+8#10 | ¢:(543) <2(F) | tVgqg
()

u: w: El rectangulo | tV w

es un pentagono

tiene tres | (F)
lados (V)

1.5.3 Disyuncién exclusiva

La disyuncién exclusiva se representa mediante el conectivo légico V. La proposicion pYq se denomina la
disyuncién exclusiva, pY q es verdadera, inicamente cuando una de las dos proposiciones es verdadera,
pero no ambas a la vez:

Algunos ejemplos de representacion en lenguaje natural en los cuales se utiliza la disyuncién exclusiva
son los siguientes:

= Manana iré a cine o iré a estudiar.
= La tesis de maestria es laureada o meritoria.
= La fecha limite para el pago del seguro es abril o mayo.
= La eleccién del procurador es por via directa o mediante consulta.
La disyuncién se usa en un contexto de exclusividad, por ejemplo la oracion:
= La pasantia estudiantil dard inicio el mes de diciembre o el mes de enero.
= Mario compra el tiquete para viajar a Aruba o Lima.
= Me comprometo a trabajar con Tatiana o con Cristina.

Se puede interpretar que Mario compra el tiquete para viajar a Aruba o para viajar a Lima, pero no
en ambas situaciones. Asi mismo que la pasantia estudiantil dard inicio para un mes en especial y no
para ambos.

Las siguientes proposiciones tienen asignadas interpretaciones arbitrarias a los dtomos, los cuales
determinan la evaluaciéon de la proposicion.

| Proposicién |  Interpretacién | Evaluacién Proposicién |
(p¥q) v(p) = F, v(g) = F vpYq) =F
(»Yq) vp) =V, v(g) =V v(pYq =V
~(p¥q) v(p) =V, v(g) =V va(p¥q) =F

Tabla 1.5
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No es sencillo definir si una oracién es inclusiva o exclusiva. Existen casos en los cuales es sencillo
identificar cuando una oracién se interpreta de forma exclusiva, como por ejemplo en “el nino
estd despierto o estd dormido”. Existen casos en los cuales una oracién se interpreta de forma inclusiva,
por ejemplo “Quindio es mds pequeno en extension que Amazonas o Guaviare”.

.!Actividad 1.6. Disyuncién Ezclusiva

1. Dadas las siguientes proposiciones, defina una interpretaciéon para cada uno de los dtomos y
evalie las expresiones.

| Proposicién | Interpretacion | Evaluaciéon Proposicién |
(cpY¥qY¥s)
(-p¥q)
~(p¥Yq¥r)
~(p ¥ —qVr)

2. A continuacién se muestran pares de proposiciones, a los cuales es necesario determinar su valor

de verdad.
| Proposicién | Proposiciéon | Expresi6n| Evaluaci6n|
p: 2 es un ntmero | ¢: 2 es un numero | pYyq
par (V) impar(F)
t: 15 es un nimero | w: 15 es un nimero | t Y w
primo (F) compuesto (V)

1.5.4 Condicional

El conectivo l6gico que representa el condicional es el simbolo —. Sean p y g dos proposiciones:
entonces si p entonces ¢, se representa mediante p — ¢g. La proposicion p — ¢ es falsa si la primera
proposicién (antecedente) es verdadera y la segunda proposicién (consecuente) es falsa. Algunos casos
de representacién en lenguaje natural en los cuales se utiliza el condicional son:

= Si p entonces ¢

= p implica g

= p sélo si q

mgsip

= p es suficiente para ¢
= Para q es suficiente p
= No p a menos que ¢
= ¢ cuando p

= g es necesario para p
= Para p es necesario ¢
= P en consecuencia q
= p se deduce ¢

= p por ende q

Algunos ejemplos en lenguaje natural son los siguientes:
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= Si el sol esta brillando entonces se puede hacer deporte.

= Si Pedro es matematico entonces calcula.

= Si un numero es par entonces es divisible por 2.

= Si un numero tiene dos divisores es suficiente para que sea primo.
= Un niimero es divisible por 5 cuando termina en 0 o en 5.

= Hoy es lunes y por ende hay pico y placa para mi carro.

= José perdi6 la materia, en consecuencia perdié el semestre.

En el condicional si el antecedente es verdadero, su valor de verdad es igual al valor de verdad de su
consecuente. Si el antecedente es falso, entonces el condicional es verdadero. Por ejemplo la oraciéon:

= Si el Barcelona gana, el nimero de socios se incrementa

En este caso si es verdad que el Barcelona gana, entonces la oracion “Si el Barcelona gana, el nimero de
socios se incrementa”, es verdadera si y solo si se incrementa el niimero de socios. Si el caso fuera que
en Barcelona no gana, entonces la oracién “Si el Barcelona gana, el nimero de socios se incrementa”
es verdadero ya que su antecedente es falso.

A continuacion se daran unas formulas proposicionales y se asignaran interpretaciones arbitrarias a los
atomos. El operador que se utilizaré es el condicional.

| Proposiciéon | Interpretacion | Evaluacién Proposicién |
(~q — p) v(=g) =F, v(p)=V v(g—p) =V
(g —p) vip) =V, v(s)=F vip—p) =F
~(p—q) vip) =V, v(g=F valp—=q) =V
p—=s)—q [vp)=V, v(s)=F v(g=F vp—s) 2 q=F
Tabla 1.6

.:Actividad 1.7. Condicional

1. Dadas las siguientes proposiciones, defina una interpretaciéon para cada uno de los dtomos y
evaliile mediante su valor cada proposicién.

| Proposicién | Interpretacion | Evaluacién Proposicién |
—=(=g — p)

~(op = —s)
~(p—q) = o
(p—=s)—=(g—=r)
—(p—s) = (g =)
~(p—s) = ()

2. A continuacién se muestran pares de proposiciones, a los cuales es necesario determinar su valor
de verdad.
| Proposicién | Proposicion | Expresion | Evaluacién |
p:5+5=10(V) | ¢:5x2=10 (V) p—q
w: 8 es un numero | m: 8 no es divisible | w — z
par (V) por 2 (F)
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Bicondicional

El conectivo légico que representa la disyuncién inclusiva es el simbolo <+. Sean p y ¢ dos proposiciones,
la proposicion p si y sélo si q, se representa p <+ q. El bicondicional es verdadero tinicamente cuando
tanto p como ¢ tienen los mismos valores de verdad.

Algunos ejemplos de representaciéon en lenguaje natural en los cuales se utiliza el bicondicional son los
siguientes:

= psiysélosigq

= p es necesario y suficiente para ¢
= p es equivalente a ¢

= p cuando y s6lo cuando ¢

= p entonces y sélo entonces ¢

La proposiciéon p <> g es verdadera solo cuando las dos proposiciones son ambas verdaderas o falsas.

Algunos ejemplos en el lenguaje natural donde podemos encontrar el bicondicional:

= Juan ve si y s6lo si no es ciego

= 5+5=10siysélosi 5x2=10

= 28 es par si y solo si es divisible por 2

= Un ntimero es compuesto si y sélo si tiene mas de dos divisores

= Un ndmero es divisible por 3 si y sélo si al sumar sus cifras el resultado es multiplo de 3

A continuacién se dardn unas formulas proposicionales y se asignaran interpretaciones arbitrarias a los
atomos. El operador que se utilizara es el condicional.

| Proposicién | Interpretacion | Evaluacién Proposicién |
(7q < p) v(ng) =F, vlp)=F v(mgp) =V
(p ¢ s) vip) =V, v(s)=F vpers)=F
~(p ¢ ) vip)=F, wv(s)=V vpers)=F
~pe g Jup) =V, v(og) =F v(p < s)=F

Tabla 1.7

.:Actividad 1.8. Bicondicional

1. Dadas las siguientes proposiciones, defina una interpretaciéon para cada uno de los dtomos y
evaliie mediante su valor cada proposicion.

| Proposicién | Interpretacion | Evaluacién Proposicién |

~(hag¢s)
~ (e )
(P )
(ng<rs)<p
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2. A continuacién se muestran pares de proposiciones, a los cuales es necesario determinar su valor

de verdad.
| Proposicién | Proposicion | Expresi6n| Evaluaci(')n|
p: 10 no es ndmero | q: 10 > 8 (V) p<q
par (F)
q:28 esunnumero | r: 28 no es un | q <& r
perfecto (V) ntmero impar (V)

3. Dadas las siguientes proposiciones, escribir la expresién en lenguaje natural:

p: Aprobé la asignatura

q: Le gusta la matemética

s: Gano la beca

| Proposicién |

Expresion

—p

-q

-(pAq)

-(pVyq)

(—pV g

(¢ = p)

(—qg < p)

(¢ = p)

—|—\p

ﬁﬁq

(=g < —p)

(pAgAs)

sV(pAq)

Precedencia de los conectivos légicos

El uso de los operadores logicos requiere establecer un orden de precedencia para su aplicacién en una
formula proposicional. Con este orden se evitan ambigiiedades en la evaluacion de las formulas. Si no
se establece esta prioridad de los operadores, es muy posible generar mas de una interpretacién para
alguna féormula. Es comin que el orden de precedencia esté determinado de la siguiente manera:

1. Operador de negaciéon —

2. Operador de conjunciéon A

3. Operador de disyuncién V

4. Operador condicional —

5. Operador bicondicional <

El operador unario — tiene la prioridad més alta. Para el caso de los operadores binarios A tiene mayor
prioridad seguido de V, — y posteriormente <+. Cuando se tengan expresiones con operadores que
tengan el mismo orden de precedencia, se analizara la expresion de izquierda a derecha. Por ejemplo
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la expresién —p V ¢ A r, se debe entender como —p V (g A r).

Las féormulas pueden ser escritas con paréntesis que contribuyen a eliminar la ambigiiedad en la
interpretacién de la férmula proposicional, sin embargo, en ocasiones las férmulas pueden ser escritas
con paréntesis innecesarios. Por ejemplo la expresién (—pV —q) contiene paréntesis y podria ser escrita
La representacion de formulas proposicionales mediante arboles de formacion, es otra alternativa para

evitar la ambigiiedad en la interpretacién de la férmula. Por ejemplo si se tiene la expresiéon: pV (¢ A s),
el arbol de representacién se muestra en la figura 1.1.

/N
AN

Figura 1.1: Arbol de representacién de la férmula p V (gNs)

La subexpresion que estd en paréntesis se representa inicialmente.

Por ejemplo, si se tiene la expresion: (p V —q) — (=g A r), el arbol de representacion serd el que se
muestra en la figura 1.2:

N/

Figura 1.2: Arbol de representacion de la formula (p vV —q) — (=g A7)

En este caso, el operador principal de la expresion es la implicacién y por ello se ubica como el nodo
principal del arbol de formacién, el cual a su vez tiene dos subexpresiones, denominadas subarbol
izquierdo y subarbol derecho, cada uno de los cuales a su vez se compone de una expresion.

La expresion: ((pV q) A (s — t)) <> (s V —it), tiene el siguiente arbol de representacién que se ve en la
figura 1.3:
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A /\
NN

Figura 1.3: Arbol de representacion de la formula ((p V q) A (s = t)) <> (s V —t)

En este caso, el operador principal de la expresién es el bicondicional y por ello se ubica como el padre
del 4rbol, este drbol tiene dos subarboles (derecho e izquierdo), cada uno de los cuales se compone de
una expresion. El izquierdo tiene a su vez una expresion compuesta de subéarbol izquierdo y subérbol
derecho.

.:Actividad 1.9.

1. Escriba la expresion asociada al siguiente drbol de formacién. (figura 1.4)

N
A S
D q
Figura 1.4

2. Dadas las siguientes férmulas proposicionales, dibuje su arbol de formacién:

" p—=>q—=>T NG —> P

s g (pA-p)=>rVs—p

P NP =9 ApAs< —q

(pAT)V(=pAq) — —q

3. Dados los siguientes arboles de formacién, escriba sus correspondientes férmulas proposicionales.
(figuras 1.5 y 1.6)
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A
T
A A
AN /\
<~ — - -
/N /N
P 7 s t s A
/\
p q
Figura 1.5
.
T
\Y A
/N N\

A - - \Y
/N /N
q s q q - A

/N
q q s
Figura 1.6

Notacion prefija

Una férmula proposicional puede ser presentada e interpretada sin ambigiiedades siempre y cuando se
tenga establecida una prioridad para los operadores. La notacion prefija permite representar formulas
proposicionales de forma tal que los operadores que la componen, anteceden a los atomos de la férmula.
Estos operadores deben ser binarios.

Esta forma de escribir férmulas es ttil cuando se quiere programar pilas de instrucciones, ademas,
permiten eliminar los paréntesis, es decir, la nueva férmula sbélo contiene operadores légicos y
letras proposicionales. La notacién prefija fue desarrollada por el légico polaco Jan Lukasiewicz
([Korfhage, 1970] y [Caicedo, 1990]) en los anos 50, razén por la cual se le conoce como notacién
polaca.

Inicialmente, la notacion polaca no usaba los mismos simbolos para expresar las férmulas. Lukasiewicz
utilizé otras letras para representar los operadores légicos: (tabla 1.8)

Expresiones en prefijo

Para transformar una férmula proposicional a su equivalente en prefijo, es posible establecer una serie
de pasos. Por ejemplo, para la formula: a A b, para expresarla en en prefijo, se deben realizar los
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Nombre Notacién sufija | Notaciéon polaca
Negacion -p Np
Disyunciéon pVygq Apq
Conjuncion pAgq Kpq
Condicional p—q Cpq
Bicondicional peq FEpq

Tabla 1.8: Simbolos de la notacién polaca

siguientes pasos:

1. Se debe agrupar los elementos de la formula, teniendo en cuenta la prioridad de los operadores
(a N\ D)

2. Se debe escribir en prefijo la férmula proposicional: Aab

Por ejemplo, se desea transformar la férmula: a V (b A ¢), a su equivalente en prefijo:
Se convierte inicialmente a prefijo la férmula que esta entre paréntesis:

a V (Abc)

Considerando la expresién (Abc) como un operando, la expresién en prefijo queda

VaAbe  (Férmula en prefijo)

Dada la siguiente formula: (p — ¢V s) = (¢ > 7 A t), se debe transformar a su equivalente en prefijo.

En este caso es necesario agrupar los atomos de la férmula teniendo en cuenta la precedencia de los
operadores. La férmula queda expresada de la siguiente manera:

(p—(qVs)) = (g (rAt))

Primero se aplica el procedimiento de transformar a prefijo las expresiones que estdn con paréntesis
mas internos:

(p = (Vgs)) = (¢ & (Art))
Posteriormente es posible eliminar de la formula los paréntesis més internos:
(p — Vgs) = (q < Art)

Luego se trasforma a prefijo tanto la férmula (p — Vgs) como (¢ <> Art), quedando de la siguiente
manera;

(= pVags) = (& qgArt)

Finalmente se transforma la férmula en prefijo y la misma queda expresada de la siguiente manera:

——=pVgs < gArt  (Formula en prefijo)

Dada la siguiente férmula:
(aVb)A(b—a)

La prioridad esta establecida mediante la agrupacién de los operandos por paréntesis:
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(Vab) A (= ba)

Las expresiones (Vab) y (— ba) son consideradas operandos, entonces se procede a transformar la
formula a prefijo. Se eliminan los paréntesis existentes en la férmula.

A —ab—ba  ( Férmula en prefijo)

En este nuevo ejemplo, se transformara la expresion a su equivalente en prefijo:

(P Vg—=r)A(r—p)

(<> pg) V(= qr) A (— rp))

(<> pq) V (A = qr — p)

V < pgA\ = gr — rp (Férmula en prefijo)

Ahora bien, dada la nueva férmula: (p V ¢) AT A s. Se inicia agrupando por paréntesis teniendo en
cuenta la prioridad de operadores y posteriormente se resuelve la formula a prefijo.

(((pvag) Ar)As)

(((Vpg) A7) As)

((AVpgr) As)

AAVpgrs  (Férmula en prefijo)

Transformar a prefijo la siguiente férmula proposicional: p A (g V s) At A (p <> q)
La féormula se agrupa por medio de paréntesis:

(((pA(gVs)At)A(p <> q))

((p A (Vgs)) At) A (< pa)

((ApV gs) Nt) A (< pq)

(ANADPV gst) A (< pq)

AANApV gst < pq (Férmula en prefijo)
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2N

Figura 1.7: Arbol de formacién de p A (gNs)

Arbol de formacion

Una férmula proposicional bien formada puede representarse mediante un drbol de formacién. Por
ejemplo la férmula: p A (¢ A s), se expresa mediante un &rbol de formacién de la siguiente forma: (figura
1.7).

Un éarbol de formacion se puede construir a partir de la transformacion a su equivalente en prefijo. Por
ejemplo si se tiene la férmula p — ¢, primero se transforma a notacién en prefijo: — pq. El operador
<> (primer elemento) se inserta como la raiz del arbol de formacién. Posteriormente se insertan por
la izquierda elementos a la férmula hasta que se encuentre un operador, para este caso se inserta
el atomo p. Posteriormente se regresa en el arbol hasta el padre del nodo insertado y se inserta el
siguiente elemento en la derecha del nodo. Si el elemento insertado fue un operador, este se inserta
a la izquierda. Si el elemento insertado fue un dtomo, se regresa en la altura del arbol y se inserta
el siguiente elemento a la derecha. Este proceso contintia hasta que se agote la expresion escrita en
prefijo. El drbol de formacién de la expresién queda como se muestra a continuacién: (figura 1.8)

Figura 1.8: Arbol de formacién de p—q

El arbol de formacion para la férmula: p A ¢ V r, se construye a partir de su equivalente en prefijo.
Inicialmente se agrupa la expresién de acuerdo a la precedencia de los operadores:

(pAg) V)
((Apgq) V)

V Apgr  (Férmula en prefijo)

La siguiente figura muestra el drbol de formacién para la expresién: p A g V r (figura 1.9)

La férmula: » Ap — (s <> ) A p, en su equivalente en prefija es:




36 Fundamentos de la Iégica matematica

Figura 1.9: Arbol de formacién para la expresién: p AqV r

(rAp) = ((s & 7) Ap)
(Arp) = (&> s7) Ap)
(Arp) = (A < srp)
— ATPA £ srp

El arbol de formacién de la férmula es: (figura 1.10)

Figura 1.10: Arbol de formacién para la expresion: r Ap — (s <> 1) Ap

.:Actividad 1.10.

1. Eliminar todos los paréntesis posibles de las siguientes férmulas:

» ((p—=q)Vvr)— (pA-p)
» (=(pAg)— (gAT))
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(p—=(gAr) = (= Aq))
((pVaq)V(rvs))—-w)
p— ((¢ < s) = p)

(p—q) < ((sVgVr)—p)

~ Y~~~

2. Escribir con paréntesis las siguientes féormulas:

mp—qrVs
mg—>pVrvs
m pVg<rrVs
s gAgVp—r

3. Transformar a prefija las siguientes expresiones infijas:

(~pV-qVq)—q
pPVaAT) = q
p=p—=q) < (PVaAT)
((pVa)V(rvs)) —-p)
= =(p— (g s) = —p))

(=
(
(
(

Tablas de verdad

Las tablas de verdad son un procedimiento utilizados para determinar el valor de verdad o falsedad
de una formula proposicional simple o compuesta. El procedimiento consiste en ubicar todas las
posibilidades de certeza o falsedad en forma de una tabla, posibilitando el andlisis de cada una de
las opciones que aparecen en ellas.

Para construir una tabla de verdad, se debe establecer las posibles combinaciones de la féormula
proposicional, es decir, en cudntas formas diferentes pueden combinarse los valores de verdad asignados
a las formulas atémicas que las componen. Si p es una férmula atémica, p s6lo tiene dos posibles
combinaciones (V') o (F). Si p tiene dos férmulas atémicas, existen cuatro combinaciones posibles. Si
p tiene tres formulas atémicas, sus valores de verdad se pueden combinar de ocho formas diferentes, y
asi sucesivamente. Asi, si p tiene n férmulas atémicas, habra 2 combinaciones posibles.

Las tablas de verdad se construyen a partir de la interpretacién que se realiza a los operadores logicos y,
0, si... entonces. .., siy s6losi... A continuacién se presentan las tablas de verdad para los conectores
l6gicos presentados en la secciéon anterior.

Tabla de verdad de la conjuncién

La conjuncién es verdadera si y solo si las dos proposiciones simples que la conforman son verdaderas.
La conjuncién es equivalente a la interseccién de dos conjuntos, ademas debe cumplir con la propiedad
conmutativa y asociativa.

La tabla de verdad de la conjuncién se representa de la siguiente forma:
A continuacién se muestra un ejemplo del uso de la tablas de verdad, extraido de (Cardona, Herndndez

& Jaramillo, 2010), en este caso la tabla de verdad de la conjuncidn, el cual parte de una expresion
compuesta:
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q
v
F F
v
F

Tabla 1.9: Tabla de verdad de la conjuncién

= Marina cocina arroz con coco.

Pueden suceder entonces las siguientes combinaciones:
1. Que Marina tenga el arroz y tenga el coco.

. Que Marina tenga el arroz y no tenga el coco.

. Que Marina no tenga el arroz y tenga el coco.

= W N

. Que Marina no tenga el arroz y no tenga el coco.

Solo en el primer caso Marina puede preparar arroz con coco, debido a que para la preparaciéon se tiene
tanto el arroz como el coco. En los otros casos no podra preparar arroz con coco. Estas combinaciones
se pueden aplicar en la anterior tabla de verdad.

.:Actividad 1.11.

1. Construya la tabla de verdad para la formula proposicional: =(—p A —=—s).

2. Complete la tabla de verdad para la siguiente férmula proposicional: (=p A —q) A r

lplalr]-w]-q](pA—q | (pA-g)Ar]

o S S S S
53] BesT IRl Rea | s | IS I
53| IR eSS Rea | IS o I

1.8.2 Tabla de verdad de la disyuncién inclusiva

La disyuncién inclusiva es falsa si las dos proposiciones simples que la conforman son falsas. La
disyuncién ofrece la alternativa tanto que sea una proposiciéon o la otra, como que sean ambas
proposiciones. Es equivalente a la operacion de unién de dos conjuntos.

La tabla de verdad de la disyuncion inclusiva se representa de la siguiente forma:

A continuacién se muestra el uso de la tabla de verdad de la disyuncién inclusiva, que parte de una
expresiéon compuesta:

= En una empresa de software requiere un ingeniero de desarrollo que tenga certificaciéon en Cubic
o en experiencia en Flic.

Pueden darse cuatro posibilidades:
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lp [alpva]
VIV 1%
V| F 1%
F |V 1%
F | F F

Tabla 1.10: Tabla de verdad de la disyuncion

1. Tiene certificacién en Cubic o en experiencia en Flic

2. Tiene certificacion en Cubic o no tiene experiencia en Flic.

3. No tiene certificacién en Cubic o tiene experiencia en Flic.

4. No tiene certificacién en Cubic o no tiene experiencia en Flic.

El ingeniero es aceptado en el primer caso porque tiene certificaciéon y posee experiencia. En los casos
2 y 3 también es aceptado porque el ingeniero cumple con al menos una de las dos. S6lo en el caso 4
el ingeniero no es aceptado porque no dispone de ninguno de los dos requerimientos solicitados por la
empresa de software.

.:Actividad 1.12.

1. Construya la tabla de verdad para la formula proposicional: =(—p V —q)

2. Complete la tabla de verdad para la siguiente férmula proposicional: (p V —q) A —r

(plalr]w»]q] vV ]@V-gA-r]

o S S S S

53] Bes IR I Rea | s | IS I
53| IR eSS Rea | IS o I

1.8.3 Tabla de verdad de la disyuncién exclusiva

La disyuncién exclusiva es verdadera sélo si una de las dos proposiciones simples que la conforman es
verdadera. No pueden ser verdaderas o falsas ambas proposiciones al mismo tiempo.

La tabla de verdad de la disyuncién exclusiva se representa de la siguiente forma:

Tabla 1.11: Tabla de verdad de la disyuncién exclusiva

A continuacién se muestra el uso de la tabla de verdad de la disyuncién exclusiva:
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= Un cliente solicita una tarjeta de ahorros, el banco le asignara un nimero de tarjeta que termine
en nimero par o nimero impar.

Pueden darse cuatro posibilidades:
1. Que el ntmero de tarjeta termine en par o termine impar.
2. Que el nimero de tarjeta termine en par o no termine en impar.
3. Que el nimero de tarjeta no termine en par o termine en impar.
4. Que el numero de tarjeta no termine en par o no termine en impar.

El primer caso no es posible porque no pueden ocurrir a la vez ambas situaciones. Los casos 2 y 3
pueden ocurrir, ya que solo se puede asignar al final un nimero par o impar. En el caso 4 no es posible
que ocurran ambas situaciones a la vez.

.:Actividad 1.13.

Complete la tabla de verdad para la siguiente f6rmula proposicional: =(—p Y q) V —r.

1 e>| InST eS| Res [ IS B

| r | —q | -r | —\(—|qu) | —|(—\qu)\/—\7’ |

53] eS| ReoTies TS IS NS IESI TS
53| IS Res IR ea | IS o | IS

1.8.4 Tabla de verdad del condicional

El condicional es falso cuando la proposicién antecedente es verdadera y la proposicién consecuente es
falsa. En cualquier otro caso la proposicién es verdadera.

La tabla de verdad del condicional se representa de la siguiente formas:

lp | a|p—q]
VIV V
VIF| F
FIV| V
FIF| V

Tabla 1.12: Tabla de verdad del condicional

El uso de la tabla de verdad del condicional, a partir de la siguiente expresion:
= Si Andrea es Ingeniera de Sistemas entonces construye software.
Pueden darse cuatro posibilidades:

1. Andrea es Ingeniera de Sistemas, entonces construye software.

2. Andrea es Ingeniera de Sistemas, entonces no construye software.
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3. Andrea es no es Ingeniera de Sistemas, entonces construye software.

4. Andrea es no es Ingeniera de Sistemas, entonces no construye software.
De acuerdo a las anteriores posibilidades se puede afirmar:

= En el caso 1, si Andrea es Ingeniera de Sistemas, entonces construye software. Esta afirmacion
es verdadera.

= En el caso 2, si Andrea es Ingeniera de Sistemas, entonces no construye software. Esta afirmacion
es falsa porque para ser Ingeniera de sistemas, es necesario que Andrea construya software.

= En el caso 3, si Andrea es no es Ingeniera de Sistemas, entonces construye software. Esta
afirmacion es verdadera porque alguien puede construir software sin ser Ingeniero de sistemas.

= En el caso 4, si Andrea no es Ingeniera de Sistemas, entonces no construye software. Esta
afirmacion es verdadera por deduccion directa.

Existen diferentes formas de representar la conectiva condicional: forma directa y la forma reciproca.
La forma directa tiene la estructura p — ¢, en este caso se tiene primero el antecedente y luego el
consecuente. Por ejemplo las expresiones tienen la forma directa:

= El Barcelona gana todos los partidos, por lo tanto es el lider.
= Estamos en invierno, en consecuencia hace frio.
= Gano el parcial, se deduce que estudié.

= El estado embargo las cuentas, se infiere que el ciudadano no pago impuestos.

La forma reciproca tiene la estructura ¢ — p, se invierte el antecedente y el consecuente. Por ejemplo
las expresiones tienen la forma reciproca.

= Se terminé el partido puesto que no paré la lluvia.
= Ganaré el concurso si cumplo con todos los requisitos
= Haré inversién en la empresa si gano la convocatoria publica.

.:Actividad 1.14.

Complete la tabla de verdad para la siguiente férmula proposicional: (—p — 1) ¥ =g

| | < S S S e
53] IS s I e T Bea [ I

[r [ q] v [Cp=r)]p—=r)Yq]

Rl les| Bes | Res TSI INS{ RSN kS
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lp [a]pea]
VIV 1%
V| F F
F |V F
F | F 1%

Tabla 1.13: Tabla de verdad del bicondicional

1.8.5 Tabla de verdad del bicondicional

El bicondicional es verdadero cuando las proposiciones que lo conforman poseen el mismo valor de
verdad. La tabla de verdad del condicional se representa de la siguiente forma: (ver Tabla 1.13)

Por ejemplo:

= Un niimero es compuesto si y sélo si tiene mas de dos divisores.

Puede suceder que para que un ntimero sea compuesto es necesario que tenga méas de dos divisores, y
es suficiente que tenga mas de dos divisores para que sea compuesto, por lo tanto el bicondicional es
verdadero cuando las dos proposiciones que lo conforman son verdaderas. Por otro lado, si un niimero
no es compuesto es porque no tiene mas de dos divisores, y es suficiente que no tenga mas de dos
divisores para que no sea compuesto. El bicondicional también es evaluado como verdadero cuando las
dos proposiciones que lo conforman son falsas.

1.9 Otras tablas de verdad

Aparte de los tablas de verdad, definidas anteriormente, se pueden construir nuevas tablas de verdad,
definidas con base a las operaciones binarias bésicas, y son las siguientes.

1.9.1 Tabla de verdad barra de Sheffer
Esta operacién indica que “ p es incompatible con ¢” y es equivalente a =(p A q)

La tabla de verdad de Shefer se representa de la siguiente forma:

' [ a[pla

o< <
N <= <
< < ==

Tabla 1.14: Tabla de verdad de la barra de Sheffer

1.9.2 Tabla de verdad de la flecha de Peirce
La cual indica que “ni p, ni ¢” estd operacién equivale a =(p V q)

1.9.3 Implicacién conversa

Esta operacién actua igual que el condicional tradicional, s6lo que el antecedente es ¢ y el consecuente
p.
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Tabla 1.15: Tabla de verdad de La barra de Peirce

lp alpeal]
VIV 1%
V| F Vv
F|V F
F | F Vv

Tabla 1.16: Tabla de verdad de la implicacién conversa

.:Actividad 1.15.

s Complete la tabla de verdad para la siguiente f6rmula proposicional: (—p <> 1) — —¢

| | < | S e

jh3| InNiesTi! Rea I e It

[p [ ~q [ [(weor) [ (peor) = q |

h3| ResTiesiesT NS INSIINSI IS

= Construya la tabla de verdad de los siguientes enunciados:

|=g) 4 (g4 —r)

<~ q) = (g=(p+q)

(g < —r) < (pA(-rlp))
pl((r<-r)l(-wlq)

(AL ((gVn)l((pAr) < (p1)))
(p < (qls) 4 7

= Construya la tabla de verdad de los siguientes enunciados y trate de deducir una conclusién:

(p
(p

° <

[ ] p(—ﬁp
® pl-p
epl-p

Formalizaciéon de proposiciones

La formalizacion de las proposiciones consiste en una representacién formal de una expresion en
lenguaje natural. Esta formalizacién se realiza a partir del uso de atomos unidos por operadores
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logicos. La formalizacién permite aplicar reglas de deducciéon que permiten determinar la validez de
una o varias proposiciones.

Por ejemplo si se tiene la expresion: Si Deportivo gana, entonces Independiente clasifica.
La expresién se puede representar mediante las proposiciones atémicas:

= p: Deportivo gana

= ¢: Independiente clasifica

Donde la expresién se formaliza mediante: p — ¢

En la tabla 1.17, se presenta un conjunto de proposiciones y su equivalente en un enunciado en lenguaje
natural.

| Proposiciones | Enunciado |

—q Julidn no practica deporte
-p Martha no se levanta a tiempo
pVyq Mario prepara comida o escucha musica
pAq Sandra prepara comida y escucha musica
qV —p Lorena prepara comida o no escucha misica
—p A\ g José no prepara comida y no escucha misica
g No es cierto que Victoria no escucha musica
P q .
Alvaro prepara comida, si y sélo si, escucha
musica
p—q Si Martin prepara comida, entonces escucha
musica
p— q Si Felipe prepara comida, entonces no escucha
mausica
q—Dp Si Fernando escucha miisica, entonces prepara
comida

Tabla 1.17: Proposiciones y su equivalente en un enunciado en lenguaje natural.

Es posible a partir de una expresién, determinar el valor de verdad o falsedad de una férmula
proposicional, por ejemplo si se tiene:

= Si Andrea no realiza la ponencia, entonces no obtiene la bonificacién.
Deseamos saber cuando esta expresion es verdadera y cuando es falsa. Para ello definimos:

= p: Andrea realiza la ponencia.

= ¢: Andrea obtiene la bonificaciéon
La expresién entonces se puede expresar en lenguaje proposicional mediante la férmula: —p — —gq.
La tabla de verdad asociada a la anterior expresion, contiene dos variables proposicionales y teniendo
en cuenta que una tabla de verdad con n variables proposicionales tiene 2" proposiciones, para este

caso 22 = 4 asignaciones. Estas combinaciones se pueden representar mediante la tabla de verdad:
(tabla 1.18)

Para comprender las combinaciones de la tabla de verdad se analiza la expresién:
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lplalw[-a]»——q]
VIV | F F 1%
VIF | F 1% 1%
FlV |V F F
FlV |V 1% 1%

Tabla 1.18: Tabla de verdad de —p — —q

= Si Andrea no realiza la ponencia, entonces no obtiene la bonificacién.
Puede suceder que:

= Andrea no realiza la ponencia, entonces no obtiene la bonificacién.
= Andrea no realiza la ponencia, entonces obtiene la bonificacién.
= Andrea realiza la ponencia, entonces no obtiene la bonificacién.

= Andrea realiza la ponencia, entonces obtiene la bonificacién.
Analicemos cada una de las siguientes posibilidades:

= En el caso 1, si Andrea no realiza la ponencia, entonces no obtiene la bonificacion. Esta afirmacién
es verdadera.

= En el caso 2, si Andrea no realiza la ponencia, entonces obtiene la bonificacién. Esta afirmacion
es verdadera, porque Andrea puede ganar obtener la bonificacién si realizar la ponencia

= En el caso 3, si Andrea realiza la ponencia, entonces no obtiene la bonificacién. Esta afirmacién
es falsa, porque si Andrea realiza la ponencia entonces debe recibir la bonificacién.

= En el caso 4, Andrea realiza la ponencia, entonces obtiene la bonificacién. Esta afirmacién es
verdadera.

Para el siguiente ejemplo se desea averiguar cuando es verdadera la siguiente expresion:

= El departamento de planeacién progresa si y sélo si se tiene crecimiento econémico y no existe
la corrupcion.

En este caso definimos las expresiones atomicas de la siguiente manera:

= p: El departamento de planeacién progresa
= ¢: El departamento de planeacion tiene crecimiento econémico

= 7 FEn el departamento de planeacién existe la corrupciéon

La representacion de la expresién en légica proposicional es: p <> (¢ A —r)

La tabla de verdad de esta expresién contiene tres variables p,q,r, tenemos que 23 = 8 asignaciones.
Representemos las anteriores combinaciones mediante una tabla de verdad: (tabla 1.19)

= Las posibilidades en las cuales la expresion “El departamento de planeacién progresa si y sélo si
se tiene crecimiento econémico y no existe la corrupcién”, se hace verdadera son las siguientes:




46

Fundamentos de la Iégica matematica

53] es| IR s Rea [ IS SIS

53] IS Rea T fea B! s | ISl i

J
3

[ (gA—-r) [pe (@A) ]

SIESIESIESIRSIRSIRSIES B
<= <= <= <=
SIS ESES SIS
<<= <= = <=

Tabla 1.19: Tabla de verdad de p < (g A —r)

El departamento planeaciéon progresa si y solo si se tiene crecimiento econémico y no existe la
corrupcion.

El departamento planeaciéon no progresa si y sélo si se tiene crecimiento econémico y no existe
la corrupcion.

El departamento de planeacion no progresa si y solo si no se tiene crecimiento econémico y no
existe la corrupcién.

El departamento de planeacién no progresa si y sélo si no se tiene crecimiento econémico y existe
la corrupcion.

A continuacién se formalizan una serie de expresiones mediante 16gica proposicional.

= Las plantas, como los animales, son seres vivos.

PAgq

= Las personas s6lo estan desesperadas si no actiian normalmente o se dejan llevar por las

preocupaciones.

Para traducir esta afirmacién en logica de proposiciones es necesario identificar las proposiciones
atomicas, p: “Las personas solo estan desesperadas”, ¢: “las personas actiian normalmente”, r
“las personas se dejan llevar por las preocupaciones”. Finalmente se tiene la representacién logica:

p—(—gVr)

En este caso la expresion también puede representarse: p — =gV r, por la prioridad definida para
los operadores.

Si el tiempo de ejecucion del algoritmo es exponencial, serd porque el estudiante no realizé el
proceso de analisis de forma correcta o por errores en el calculo final.

Las proposiciones atémicas de la expresién son:

p : El tiempo de ejecuciéon del algoritmo es exponencial
q : El estudiante no realizé el proceso de andlisis de forma correcta

r : El estudiante tuvo errores en el calculo final
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La representacion légica es: (—g V r) — p

= Andrea cancela analisis de algoritmos o estructura de datos, pero no ambas; no obstante si Andrea
cancela andlisis de algoritmos, tampoco cancela estructuras de datos.

Las proposiciones atémicas de la expresion son:

p : Andrea cancela andlisis de algoritmos

q : Andrea cancela estructura de datos

La representacion logica es: (pV q) A (—p V —=q) A (—=p = —q)

En este ejemplo se tiene que (p V ¢) corresponde a “Andrea cancela andlisis de algoritmos”, la
palabra pero denota el operador A, “no ambos” se representa mediante la expresién (—pV —q), la
palabra “no obstante” denota el operador A, finalmente “si Andrea cancela andlisis de algoritmos,
tampoco cancela estructuras de datos”.

= Estar o no estar cuando ser o no ser

Las proposiciones atémicas de la expresion son:

q : estar

p :ser
La representacion légica es: (¢ V —q) — (pV —p)

= La causa del bajo rendimiento académico de los estudiantes en la Universidad es que se
estd implementando un modelo educativo erréneo en la ensenanza media. A pesar de eso, el
efecto de la existencia de dicho bajo rendimiento académico de los estudiantes es que la deserciéon
estudiantil se ha incrementado.

Las proposiciones atémicas de la expresion son:

p : La causa del bajo rendimiento académico de los estudiantes en la Universidad
q : se estd implementando un modelo educativo erréneo en la ensefianza media

r : la desercién estudiantil se ha incrementado
La representacién logica es: (¢ — p) A (p — 1)

= Kl software funciona correctamente solo cuando se introducen buenas practicas, ademads, el
software no es seguro a menos que no se introduzcan técnicas de encriptacién.

Las proposiciones atémicas de la expresiéon son:

p : el software funciona correctamente
q : se introducen buenas préacticas
r : el software es seguro

s : se introduzcan técnicas de encriptacion

La representacién légica es: (p — ¢) A (-s — —r)
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El software se desarrolla en el laboratorio de ingenierfa o en el de ciencias (no en ambos), sin
embargo, el software se desarrolla en el laboratorio de ciencias solo si el de ingenieria esta ocupado.

Las proposiciones atémicas de la expresién son:

p : el software se desarrolla en el laboratorio de ingenieria
q : el software se desarrolla en el laboratorio de ciencias

r : el laboratorio de ingenieria estd ocupado

La representacion légica es: (pVg) A (-pV —=q) A(q — )
De la anterior proposicién se puede concluir:

Que es suficiente que el desarrollo de software no se realice en el laboratorio de ingenieria porque
el laboratorio de ciencias esta ocupado.

Los profesores estan conformes cuando el estudiante gana el parcial a pesar de que no ensefian
lo adecuado.

Las proposiciones atémicas de la expresién son:

p : Los profesores estan conformes
q : el estudiante gana el parcial

r : Los profesores ensenan lo adecuado
La representacién légica es: (¢ — p) A —r

Para ganar analisis de algoritmos es necesario que los estudiantes ganen los parciales, ademas
deben asistir a asesoria con los profesores, sin embargo, los alumnos no ganan la asignatura.

Las proposiciones atémicas de la expresién son:

p : ganar andlisis de algoritmos
q : los estudiantes deben ganar los parciales
r : los estudiantes deben asistir a asesoria con los profesores

s : los alumnos no ganan la asignatura
La representacion légica es: (¢ — p) Ar A —s

En Zambia hay inflacién y no hay crecimiento econémico, por tanto, Zambia no va bien.

(pA—q) = —r

Para ganar el concurso Master Chef es suficiente cocinar bien si se cuenta con los ingredientes
adecuados.

r— (¢ —p)
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= Para que Julidn esté alegre es necesario que tenga salud, a no ser que a Mario le dé un infarto o

se enferme.

.:Actividad 1.16.

=(p = —q) = (rVs)

1. Dadas las proposiciones p y ¢ y las siguientes expresiones, formalicelas en légica proposicional

| Expresiones

| Formalizacién |

como minimo p

p suficiente para g

¢ a no ser que q

q es suficiente para p

a veces ¢, siempre p

q siempre que p

q a pesar de p

2. Sean las proposiciones p: Es tenista profesional, ¢: Vive en Armenia, formalizar los siguientes

enunciados:

Expresiones

| Formalizacion |

Es tenista profesional y vive en
Armenia

Es tenista profesional pero no
vive en Armenia

Es
falso que sea tenista profesional
o viva en Armenia

No es tenista profesional ni vive
en Armenia

No cierto que no sea tenista
profesional

No cierto que no sea tenista
profesional o no sea tenista
profesional y no viva en Armenia

Es tenista profesional si y solo
si vive en Armenia o no vive en
Armenia.

q a pesar de p

3. Formalizar a légica proposicional los siguientes razonamientos

= Sila complejidad computacional del algoritmo es logaritmica, serd porque se implementé un
algoritmo muy eficiente y porque se aplicaron técnicas de optimizacién de codigo.

= El bajo rendimiento académico de los estudiantes no lograra mejorarse a no ser que se logre
identificar su causa y se consiga encontrar alternativas adecuadas o bien para prevenirlo o
para mejorarlo.

= Siel América gana la copa o llega a las finales, serd debido a que tiene muy buenos jugadores
y a que tendra a la aficién a su favor.

= A no ser que haya derechos de peticién, el resultado de la convocatoria saldré pibicamente
el jueves.
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4. Dada la expresion: Para que hoy gane el Barcelona basta que sea domingo, a no ser que haya
mal clima y hoy hay mal clima. Y las siguientes son las proposiciones:

= p: hoy es domingo
= ¢: hoy gane el Barcelona

= 7: hay mal clima

5. Seleccionar el formalismo correcto:

((pAT) = =g) AT
= (pA-T) =g AT
= ((p—=q) =) AT

(p—(r—q)Ar

6. Dada la expresién: No es cierto que me enfermo siempre que trasnocho; solo me enfermo si tengo
muchas preocupaciones. Seleccione su formalizacion.

= (g—=p)AP—q)
= (g—=p)Ap—T)
= (¢ = p)A(r—p)
= (¢ —=>p)A(r—p)

Clasificacion de las formulas de acuerdo a las tablas de verdad

Cuando se realiza la tabla de verdad de una férmula, se obtienen tres posibilidades, la primera de ellas
es que todas las posibles valuaciones, es decir, todas las filas de la tabla de verdad, sean verdaderas V,
o que todas ellas fueran falsedades F' o que en las posibles valuaciones se tienen una mezcla entre V' y
F.

Es esta seccion, se hard una forma alternativa de crear las tablas de verdad, la cual consiste en escribir
la férmula y bajo cada letra proposicional y cada conectivo légico se ubican sus correspondientes
valuaciones. De esta forma, el resultado final de la tabla de verdad no estd en la tltima columna, sino
en la columna que estd bajo el operador principal.

Tautologia

Es una proposicién compuesta, cuya tabla de verdad siempre es verdadera V', independientemente
de los valores de verdad de las proposiciones simples que la componen. Por ejemplo la férmula
=(pAq) « (=pV —q) (tabla 1.20)

- A gl | (p VvV 9
F V V V|V| F F F
Vv V F F|V| F V V
Vv F F V|V|V V F
Vv F F F|V|V VvV V

Tabla 1.20: Tabla de verdad de —(p A q) +> (—p V —q)

Otro ejemplo de Tautologia puede ser la f6rmula (p A ¢) — p, veamos la tabla 1.21:
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SRR
oy >
SRSESRSCS
< = = |
SECRSRSES

Tabla 1.21: Tabla de verdad de (p Agq) = p

1.11.2 Contradiccién

Es una proposicién compuesta cuya tabla de verdad tiene todas las posibles valuaciones falsas,
independientemente de los valores de verdad de las proposiciones que la componen. Por ejemplo,
la tabla de verdad de la férmula =(p V q) <> (p V q): (tabla 1.22)

- vV gl vV 9
F V V V|E|V V V
F V V F|F|V V F
F F V V|EF|F V V
Vv F F F|F|F F F

Tabla 1.22: Tabla de verdad de —(p V q) <> (p V q)

Otro ejemplo de contradiccion lo encontramos en la formula p A —p, su tabla de verdad la vemos en la
tabla 1.23:

plIA| T P
VIFI|F V
F|F|V F

Tabla 1.23: Tabla de verdad de p A —p

1.11.3 Contingencia o indeterminacion

Es una proposiciéon compuesta, cuya tabla de verdad siempre posee falsedad o verdad en todas su
posibles valuaciones. Tomemos por ejemplo la férmula (p V q) — p: (tabla 1.24)

SRR
m <<
CRSECRS S
<m <</l
CICRSRS

Tabla 1.24: Tabla de verdad de (pV q) = p

1.11.4 Clasificacién de la tautologias

Las tautologias pueden clasificarse de acuerdo con el operador principal de cada formula.
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1.11.4.1 Tautologias tipo implicacion

Es una tautologia, cuya férmula que tiene como conector principal un condicional. Un ejemplo de esta
puede ser la féormula (p A q) — —(—p V —q): (tabla 1.25)

P AN g|=]~ (p V 9
Vv V V|V |V F F F
Vv F F|VI|F F V V
F F V|V|F V V F
F F F|VI|V V F V

Tabla 1.25: Tabla de verdad de (p A q¢) = —(=p V —q)

1.11.4.2 Tautologia tipo equivalencia

Es una tautologia cuya férmula tiene como operador principal un bicondicional. Por ejemplo la formula
=(pAq) < (—pV—q), es un tautologia tipo equivalencia, pues su férmula tiene como operador principal
un bicondicional. (tabla 1.26)

- P A gl p VvV 9
F V V V|V]| F F F
Vv V F F|V|F V V
v F F V|V|V V F
Vv F F F|V|V V V

Tabla 1.26: Tabla de verdad de —(p A q) > (—p V —q)

En la figura 1.11 muestra la clasificacién de las férmulas:

Férmulas

A

Tautologia Contradiccién

[ Implicacion ] [ Equivalencia ]

Contingencia

Figura 1.11: Clasificacién de las férmulas

De acuerdo a las definiciones anteriores, es posible presentar las siguientes proposiciones:

.:Proposicion 1.1. La féormula « es ldgicamente equivalente a la formula B si y sélo si a <> B es una
tautologia.
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Por ejemplo, en la tabla 1.26, la tabla de verdad de la férmula =(pAq) <> (—pV—q), pero en realidad, esta
expresion dice que las sub férmulas =(p A ¢) v (—p V —¢q) son equivalentes. El tema de las equivalencia
—_—— —

o B
serd abordado en la seccion 2.6.

.:Proposicion 1.2. Si las formulas o y o — B son tautologias, entonces B es una tautologia.

La proposicién 1.2, dice que si una férmula que es una tautologia y ademas, otra férmula que es una
tautologia tipo implicacion, donde la sub férmula que hace las veces de antecedente es la primera
implicacion, entonces la férmula que hace las veces de consecuente debe ser otra tautologia. Esto se
debe a la naturaleza del condicional, que en la tabla de verdad de este operador 16gico (ver seccién
1.8.4), cuando el antecedente es una verdad, la tinica forma de obtener otra verdad es que el consecuente
también sea una verdad.

.:Actividad 1.17.

= Determine si las siguientes férmulas moleculares son tautologias, contradicciones o contingencia.
En caso de ser tautologia, determine si es de tipo implicacién o de tipo equivalencia.

e (7pVaq) = (mg — —p)
(pA=g) < =(=g V p)

(p—q) < (g — —p)
(
(

Pp—=aN(g—=1)—= (=)
(= AN(@—=r)A=(p—r)

= Encuentre dos ejemplos para cada una de las proposiciones 1.1 y 1.2.
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2.1

CAPITULO 2

Calculo proposicional

!Cuanto més chistes uno sabe,
mas chistes uno se olvida. ...
Cuanto més chistes uno se olvida,
menos chistes uno sabe. Por
Logica: Cuanto menos chistes uno
sabe, menos chistes uno se olvida,
y cuantos menos chistes uno se
olvida, mas chistes uno sabe.!

Juan Francisco Verdaguer
Humorista y actor uruguayo
1915 — 2001

Al finalizar el estudio de éste capitulo el estudiante estard en condiciones de:

= Entender el lenguaje proposicional a partir de un alfabeto, sintaxis y seméntica.

= Aplicar el concepto de interpretacién booleana para realizar la evaluacién seméntica de una
férmula proposicional.

= Comprender las propiedades de las férmulas proposicionales y las principales equivalencias l6gicas
del célculo proposicional.

= Emplear el método de resoluciéon y de los tableros semanticos como mecanismo de decision en el
calculo proposicional.

= Aplicar métodos de decisién para determinar la satisfacibilidad, validez, no validez e
insatisfacibilidad de una férmula proposicional.

= Comprender y aplicar el concepto de forma normal conjuntiva y forma normal disyuntiva.

Introduccion

En el capitulo anterior se presentaron los elementos fundamentales de la l6gica matematica, las formas
de representacién de las expresiones y las propiedades de los operadores 16gicos. Asi mismo, se explicé el
valor de una proposicién teniendo en cuenta el significado de los operadores légicos y los signos de
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agrupacién. La interpretacion del valor de una férmula proposicional se trabajé por medio del método
de las tablas de verdad, el cual es un método mecanico que no implica complejidad en cuando al anélisis
y manipulacion de las férmulas proposicionales.

En este capitulo se presentan la definicién de un lenguaje proposicional basado en un alfabeto, sintaxis
y semantica, a partir del cual se estructuran férmulas bien formadas. También se trabajaran métodos de
decisién para determinar propiedades de las férmulas proposicionales, tales como la la satisfacibilidad,
validez, no validez e insatisfacibilidad. El proposito es que el estudiante aplique de forma sistematica
estos métodos como mecanismos eficientes de deduccién en el célculo proposicional. Los métodos de
deduccion que se presentaran seran el método de los tableros seméanticos y de resolucién proposicional.
Al final del capitulo se presentaran algunas herramientas informéticas que han sido implementadas
para dar soporte a los métodos de deduccién anteriormente mencionados.

Lenguaje de la légica proposicional

El lenguaje en la légica proposicional (LP) permite formalizar el alfabeto, la sintaxis y la seméntica,
elementos a partir de los cuales se puede formalizar inequivocamente una férmula proposicional bien
formada. Inicialmente se definird el alfabeto de la férmula proposicional, luego se establecerd una
sintaxis y finalmente una seméntica para la interpretacién booleana.

Alfabeto de la légica proposicional

El alfabeto es el conjunto principal de donde obtenemos los componenetes bésicos de construccién para
una determinada frase. Por ejemplo, si queremos escribir una carta, nuestra primera idea de alfabeto
seria:

{a,b,e,d,...,2,A,B,C,D,..., Z}

Si usamos sélo este alfabeto, tendriamos problemas para entender algunas partes de nuestra carta,
debemos agregar los signos de puntuacion:

{a”b7c)d""7Z7A7B7C7D’""Z7{’}’{'}7{;}}

También otros signos como los de interrogaciéon y admiracién:

{a7b7c7d7"'7Z7A7B?C7‘D7‘"7Z7{7}7{'}7{;}7?7i)7!}

Si lo que deseamos es escribir un articulo en matematicas, entonces el alfabeto debe ser mas amplio,
pues ademas de los nimeros, debe contener otros simbolos:

{a”b7c)d""7Z7A7B7O7D""’Z7{’}’{'}7{;}7?72)7!7'"}

Junto con:

{1,2,3,...,9,0[,5,7,...,/,2,8,...}

Veamos la definicién formal de alfabeto:

.:Definicion 2.1. Un alfabeto es un conjunto de simbolos que permite a partir de expresiones simples,
la construccion de expresiones mas complejas.

Retomando el ejemplo de la cata, podemos pensar en jqué lenguaje vamos a usar?, en nuestro caso
es el castellano, pero puede ser otro idioma como el ingles o el italiano. Asi que es importante definir
el lenguaje, en LP un lenguaje se puede definir como la unién entre el alfabeto y el conjunto de
palabras correctamente construidas. Si escribimos nuestra carta con mala ortografia o sin usar signos
de puntuacién, pues es muy probable que no se entienda el mensaje que se desea transmitir.
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.:Definicién 2.2. Un lenguaje formal § es una pareja ordenada (A,§), donde A es el alfabeto y £ € A*
es el conjunto de todas las expresiones bien formadas.

En LP, el alfabeto para dar soporte a la légica proposicional se estructura a partir de los siguientes
elementos:

1. Letras proposicionales: p,q,7,s,t,u,v,w,z,y,2,..., de igual forma se usan las letras
proposicionales indexadas: p1,p2, .-+ Pn, 1,425 -« Qns - - -

2. Operadores légicos:
Unarios: =

Binarios: V , A, —, +

donde
* = {/\, \/7 _>7 H}

3. Simbolos de asociacién: paréntesis izquierdo ‘(" y derecho ‘), la coma ()
4. Valores de verdad: Verdadero (V'), Falso (F).

Asi, el alfabeto para LP toma la forma:

A:{paqu'"727ﬁ7/\7v7_>7<_>7(7)7‘/7F}

.:Nota 2.1. Se utilizan letras griegas o, 3,7, ..., para denotar cadenas arbitrarias de simbolos en LP.

Una vez definido el alfabeto, es necesario definir una estructura formal para la representacion de
formulas proposicionales. Esta estructura se realiza a partir de una especificacion sintactica.

Sintaxis de la légica proposicional

Una vez definido el alfabeto basico, el siguiente paso es definir reglas de formacién que garanticen que
una formula estd bien formada. La sintaxis determina las reglas que permiten la estructuracién de
formulas proposicionales bien formadas y estd constituida por reglas de simbolizacion, las cuales se
presentan a continuacién ([Caicedo, 1990] y [Korfhage, 1970]):

Reglas de Formacién en LP
la siguiente definicién nos muestra la regla bésica de construccion de férmulas correctamente
construidas en LP:

.:Definicién 2.3. Una cadena de simbolos en LP, es una férmula bien formada (fbf) si sélo si puede
obtenerse por medio de las siguientes reglas de formacion:

Fy Las letras proposicionales son fbfs.
Fy Siaes fof, entonces =(a) es fbf.
F5 Siay B son fbfs, entonces (a)%(B) es fof. donde % = {A,V,—, <}

La siguiente regla, tiene implicita las tres reglas anteriores y dice que toda fbf se puede analizar
por medio de fbfs mds simples.
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Fy Toda fbf de LP o es una letra proposicional o tiene una de las formas —(a), (a)%(8), donde o
y B son fbfs.

La primera regla nos dice que las letras proposicionales son fbf, es decir que p o ¢ ya es una fbf.
Ahora bien, autores como [Caicedo, 1990] nos dice que la forma correcta es ponerla entre paréntesis,
es decir (p), sin embargo, es poco usual representar las letras proposiciones de esta forma.

De igual manera, la segunda regla nos dice que: —(«a) es fbf, pero se puede simplificar como: -« si
« es una letra proposicional, pues —(p) se puede escribir sin problema como —p, pero cuando « es
una férmula compuesta si debemos conservar los paréntesis, para delimitar el alcance de la negacion,
recordemos que:

“(pAq)#-PANq

En la primera férmula, el alcance de la negacion es para toda la formula, mientras que en la segunda,
solo abarca la primera letra proposicional.

La tercera regla nos dice que: si o y 8 son fbfs, entonces (a)%(B) es fbf.. Aqui las dos letras
proposicionales estan entre paréntesis, si « y 8 son letras proposiciones no hay problema, se pueden
suprimir los paréntesis, por ejemplo p A ¢, pero si a y 8 son compuestas, entonces debemos tener
cuidado con el alcance de los operadores binarios. Por ejemplo: p A ¢ — r es diferente de pA (¢ = 1) y
de (pAgq) — .

Con base en la sintaxis, las siguientes son férmulas bien formadas:

= =(=7p)
= ((=pV =p)V=(-p))
= (7pAg)
= =(pV =g) = ~(or ¢ 7s)
No son férmulas bien formadas las siguientes:
= ¢ (error en la ubicacion del operador)
= p A —q) (error en el uso del simbolo de paréntesis)
s =((=pV g) = (—r <> —s (uso del simbolo de paréntesis)
= —p V Vp (no es correcto el uso de los operadores)
= & (-7« ) (no es correcto el uso de los operadores)

La sintaxis definida se extendera para la representacién de férmulas proposicionales, mediante el uso
de letras maytusculas. Por ejemplo las siguientes férmulas se pueden representar de la siguiente manera.

s A:=a(p—qger)

= B:(pVag)A-(qVq)

u ﬁB . ﬁp /\ q
Un 4dtomo también puede ser representado mediante la letra maytscula.

n —\A—\—|p
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= B:—q
= A:p
Una férmula completa también puede representar una combinaciéon de férmulas, por ejemplo:
= (BAA)
» (A—--C)AB
» (A= B)— (C)

La interpretacion de la férmula parte de su interpretacién seméntica la cual se presenta en la siguiente
seccién.

Descomposicién tnica del conectivo principal

Como hemos visto, toda férmula tiene un conectivo principal, el cual es importante para realizar
otros célculos como el arbol de formaciéon y la notacién polaca. Para ello, veremos el teorema de
descomposicién tnica presentado por [Caicedo, 1990]:

.:Teorema 2.1 (Teorema de descomposicién dnica de fbf). Toda fbf « es una letra proposicional o
es una formula de la forma —(a’) con o una fbf o se puede expresar de manera inica en la forma
a=da'%a’ cond yao fof y %k un conectivo binario.

Este teorema nos muestra las tres formas basicas de una fbf, donde la férmula puesde ser una letra
proposicional, una férmula negada o la unién de dos fbfs unidas por un conectivo légico.

Para el tratamiento posterior de este tema, usaremos la forma estricta de los paréntesis, Asi por
ejemplo, si a es una fbf su negacién se escribe —(«); si a« y 8 son fbfs y % es un operador binario,
entonces lo escribiremos como («)% (). Todo esto con el fin de encontrar operador l6gico principal.

El teorema 2.1 nos dice que podemos descomponer una fbf hasta su conectivo principal. Esto hecho
se puede reducir en el siguiente algoritmo ([Caicedo, 1990]):

Algoritmo de descomposicién:

1. Si la férmula comienza por negacion —, ese simbolo es el conectivo principal. De lo contrario, de
lo contrario la férmula debe empezar con un paréntesis izquierdo.

2. Recorra la férmula de izquierda a derecha, asignando al primer paréntesis izquierdo el niimero 1.
3. Asigne a cada paréntesis izquierdo el valor del paréntesis anterior mas 1.
4. Asigne a cada paréntesis derecho, el valor del paréntesis anterior menos 1.

5. El conectivo principal, en el simbolo inmediatamente después del primer paréntesis al que se le
asigna como numero el 0.

Tomemos como ejemplo la féormula:

(((p) = (9)) = ~((r) A (@) V =((p) < ((r) A (2)))

Como no empieza con una negaciéon, entonces numeramos los paréntesis:
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(((p) = (@) = ~((r) A () V=((p) < ((r) A(q)))

123 2 3 21 23 2 3 210

Luego, el conectivo principal es V. Esto nos permite encontrar el arbol sintactico de la férmula: (figura
2.1)

Figura 2.1: Arbol sintactico de la formula (((p) — (q)) = —=((r) A (9))) V =((p) < (() A ()

Semantica de la légica proposicional

Si una féormula proposicional esta bien formada, es decir es su sintaxis es correcta, es posible asignar
o atribuir semanticamente el valor ya sea de verdadero o falso. Cuando a cada uno de los atomos de
una férmula A, se le asignan valores (verdadero o falso), entonces se estd dando una interpretacién a
la formula, lo cual se puede representar en términos de la funcién:

v:{p,q,...} < {V,F}

La seméantica asigna valores de verdad a las férmulas proposicionales, dando una interpretacion a estas.
Los siguientes son algunos ejemplos de interpretacion:

L0

—A) =
-B) =

LI

(
(
» W(AVB)=F
s v(-CAB)=V
(

s 9(AV-B)V(CVC)=V

Por ejemplo si se tiene la formula A : (—p V —q), la interpretacion v(—p) = F y v(—g) = F, asigna
valores para cada uno de los 4tomos. La evaluacién de v(A) = F.

Cuando a la férmula se le asigna verdadero o falso, se afirma que se realiza una interpretaciéon de la
formula. Si una férmula légica se interpreta para todas las posibles combinaciones de sus componentes,
se dice que se realiza la evaluacién semdntica de dicha férmula (Castel de Haro, 2011). El ndmero de
interpretaciones para un nimero n de dtomos que constituyen una féormula es 2". En el caso de las
tablas de verdad, cuando se tienen un nimero alto de atomos en la formula proposicional, el tamano
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de las tablas crece de forma exponencial, por lo que puede resultar en un método poco eficiente.

De cada uno de los operadores légicos existen diferentes interpretaciones las cuales estan dadas en
funcién de las férmulas. La tabla 2.1 muestra la interpretacién de los operadores para las formulas A
y B.

[A[B[-A|B[AAB[AVB|[ASB[4AoB|

= < <
= <o <
<= <™
= | | <
= << <
SRS

<| <=l <

<| <™=

Tabla 2.1: Interpretaciones de los operadores para las formulas A y B

Las interpretaciones son una analogia de los valores que se dan a cada una de las lineas que se generan en
una tabla de verdad. Por ejemplo si se tiene la formula: A : =pV gAr, esta puede tener la interpretacion:

= v(-p) =V
= u(g) =V
s o(r)=F

Dados los valores para la férmula A, la interpretacién v apara cada uno de los 4&tomos, permite afirmar
que v(A) = F.

Una férmula proposicional es posible representarla mediante un tnico arbol de formacién. Por ejemplo
si se tiene la formula A : pV ¢ — p y las interpretaciones:

= o(p) = F
= u(g) =V

Una posible interpretacién puede ser: v(p V (¢ — p)) = V, la cual tendria como arbol de formacién:
(figura 2.2)

Figura 2.2: Arbol de formacién de v(p V (¢ = p)) =V

Esta misma férmula se podria interpretar como: v((p V q) — p) = F, la cual tendria como drbol de
formacion: (figura 2.3)
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Figura 2.3: Interpretacién de la férmula v((pV ¢) = p) = F

Cuando una férmula esta definida sin ambigiiedades, es posible realizar una representaciéon mediante
un tnico arbol de formacién. Por lo tanto, establecer la prioridad de los operadores y el uso de los
paréntesis, garantiza una adecuada interpretacién v para una férmula proposicional.

Por ejemplo, la férmula proposicional A : (p A q) V (¢ Ap) y las interpretaciones v(p) = F y v(q) =V,
la f6rmula proposicional tiene como interpretacion: v((p A q) V (¢ A p)) = F. Cuyo arbol de formacién
se puede representar de la siguiente manera:

Figura 2.4: Interpretacién de la féormula v((p A q) V (g Ap)) = F

.:Actividad 2.1.

1. Dadas las interpretaciones: v(p) = F, v(q) = F, v(r) = V, v(s) = V. Represente su arbol de
formacién y su interpretacion final.
s A=pVg—or—s
» B=pAq<p——q
s C=pVqgVs<pAsVyg
s D=p—=>qg& pAs
» E=pVqg—=qAoqVp
»m F=pAqg—qVs

2. Dado el siguiente arbol de formacién, construya su férmula proposicional y determine su
interpretacién final si: v(p) =V, v(q) =V, v(r) = F. (ver figura 2.5)
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N
/\ /\
» q - v
P p T
Figura 2.5

2.4 Funciones en LP

2.4.1 Funcién Valuacion

Cuando se encuentran correctamente estructuradas las férmulas proposicionales, es posible atribuirles
valores de verdad del conjunto {0,1} (1 equivale a Verdadero y 0 a falso), que permiten dar un
significado a tales férmulas. La valuacién es tal que: v : € ~ {0,1}, donde ¢ es la férmula.

2.4.1.1 Negacion

)1 siv(=i) =0
H-(0) = {0 si v(—i) = 1

2.4.1.2 Conjuncion

HAGi ) = {(1) si v(i) = v(j) = 1

cc - cualquier otro caso

2.4.1.3 Disyuncién
. 0 siv()=0v()=0
Hv(w)_{ (i) = v(j)

1 cc

2.4.1.4 Condicional

Hﬁ(m):{? o) =1y o)

2.4.1.5 Bicondicional

Holij) = 1 siv(z) =v())

0 cc

Tomemos por ejemplo la férmula (p A ¢) — 7, y la funcién H_,, entonces:

Ha((pNg),T)
Sé6lo tiene dos posibles valores, 1 (verdadero), sélo cuando ambas subférmulas sean verdaderas, en

cualquier otro caso serd 0 (falsas).

Si tenemos la férmula —p, la funciéon H-(p), retorna verdadero si p es falsa y retornard falso si p es
verdadera.
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Propiedades de la valuacién
i. v(=p) =1-v(p)

ii. v(p A q) = min(v(p),v(q))

ifi. v(pV q) =maz(v(p),v(q))

iv. v(p — q) = max(1 —v(p),v(q))
vi v(p > q) =1—|o(p) —v(q)|

Funcién grado

Esta funcién arroja el nimero de operadores légicos que aparecen en una férmula proposicional, se
tiene que gr : £ ~ N, y esta definida de la siguiente manera:

0 sia=p
gr(a) =<1+ gr(a) sia=-(a)
1+gr(a’) + gr(o//) sia=(a)%k(a
Ejemplo. Hallar el grado de p — (r V —q)

"

)

1+ gr(p) +gr(rVv —q)
14+0+1+gr(r)+gr(—q)
24+0+14gr(q)

340

= 3

gr(p — (rV —q))

Funcién Subférmula

Esta funcién da como resultado el conjunto de todas las subférmulas que conforman la férmula. se
tiene que sub: & ~ E C &, y se define asi:

{r} sia=p
sub(a) = { sub(a’) U {ﬂ(a(?,} ) sia=-(a)
sub(a’) Usub(a YU {(a)k(a )} sia=(a)k(a

Hallar el conjunto subférmula de p — (r V —q)

"

)

sub(p — (r VvV —q)) sub(p) U sub(r VvV —q)U{p— (rVv -q)}

= {p}Usub(r) Usub(~q) U{rV-q}U{p— (rV—q)}
{ptU{r} Usub(q) U{~g}U{rVv-qtU{p— (rVv-q)}
{ptu{ritu{gtU{-gtu{rv-qtU{p— (rv-q)}

= {p,q.7,~q, 7V -qp— (rV-gq)}

Abol subférmula
Los nodos en este arbol son todas las férmulas que conforman la formula inicial y la raiz es la formula
completa.

Por ejemplo, hallar el 4rbol de p — (r V —q) (figura 2.6)

Principio de induccion en fomulas proposicionales

Sea A una propiedad que se aplica a ciertas sucesiones de simbolos tal que:

= Caso base. Cada letra proposicional tiene la propiedad A
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p—(rV-g)

p rV g

Figura 2.6: El 4rbol de la férmula p — (r V —q)

» Paso Inductivo.

a. Si aes fbf que tiene la propiedad X , entonces —(«) también la tiene.

b. Si ay 8 son fbfs que tienen la propiedad ) , entonce(a)% (3) también la tienel .

Por ejemplo: verifique, utilizando induccién en formulas, que en toda férmula el nimero de parentesis
izquierdos es igual al nlimero de parentesis derechos.

Solucién.

Sea:
PI(a): Ntamero de parentesis izquierdos de «
PD(«): Ntimero de parentesis derechos de «

= Caso base. Sea « una letra proposicional, luego,
PI(a) =0y PD(«) =0, asi,
PI(a) = PD(«)

» Paso inductivo

a. Sea o una fbf, tal que PI(a) = PD(a).
ahora,
PI(~(a)) =1+ PI(x)
PD(~(a)) =1+ PD(«)
asi,

PI(-(a)) = 1+ PI(a)

1+ PD(«)
PD(=(a))

b. Sea ay 8 fbfs, tal que PI(a) = PD(«) y PI(8) = PD(p).
ahora,
PI((a)%(B)) =2+ PI(a) + PI(5)

1Recuerde que % es cualquiera de los operadores binarios vistos anteriormente
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PD(()%(B)) =2+ PD(a) + PD(p)

asi,

PI((a)%(B)) = 2+ PI(a)+ PI(B)
= 24 PD(a)+ PD(B)
PD((c)%(5))

Férmulas légicamente equivalentes

Dos férmulas A y B son légicamente equivalentes cuando para toda interpretacién v, todos los valores
de verdad o falsedad son iguales (v(A) = v(B)). Para representar que dos férmulas son ldgicamente
equivalentes se utiliza el simbolo <, el cual no es considerado para los autores como un operador
booleano.

Por ejemplo, se desea verificar que las férmulas A : (—=p V —q) y B : (—g V —p), son ldgicamente
equivalentes. Un procedimiento basico para determinar esa equivalencia es elaborar la tabla de verdad
para la férmula A y para la férmula B. (tabla 2.2)

SISIESESIES
=) <= <=

<|=|<|=
< <|<|™

<|<|<|™

<| <= =

Tabla 2.2: Tabla de verdad para la formula A y para la férmula B.

Se observa para cada una de las interpretaciones (linea por linea) de las férmulas A y B, que estas son
idénticas, y por lo tanto se puede afirmar que son légicamente equivalentes.

Por ejemplo si se tienen las férmulas: A: (pV q) y B: (¢ Ap), y se desea verificar si son 1gicamente
equivalentes. (tabla 2.3)

| pVag) | = [ @rp) ]

J
iS)
J
IS

S ReIISTIN S
| < | e
<| = <=

o< S S| <
| | | <>

< <

Tabla 2.3: Equivalencia entre las féormulas A : (pV q) y B : (¢ Ap).

Del ejemplo se puede afirmar que las férmulas A y B no son légicamente equivalentes, debido a que
tanto la interpretacion de la segunda y tercera linea, tienen un valor de verdad diferente tanto para la
formula A como para la férmula B.

Otra forma de determinar si dos féormulas A y B son légicamente equivalentes es determinando si
el bicondicional A <> B es una tautologia. Es decir, A < B, tendran los mismos valores de verdad
(verdadero o falso) y por lo tanto el valor de verdad de A ++ B sea siempre verdadero, es decir, una
tautologia.

Por ejemplo si se tienen las formulas A : =(pV q) y B : (—p A —q). Se va a verificar si A < B, y por lo
tanto se analiza si A <+ B es una tautologia. (tabla 2.4)
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| ~(pVa) | pA—g) | ~(pV g & (=pA—q) |

J
kS
J
(S

= < | <=

And
\%4
V
\%4
V

Bl eS| IRST IS
<= <=
M| | |

F
F
F
V

< <] ==

Tabla 2.4: Equivalencia entre las férmulas —(p V q) y (—p A 7q).

La férmula A <> B, es una tautologia y las férmulas son légicamente equivalentes.

Las siguientes son algunas equivalencias légicas, las cuales son de comiin uso en el célculo proposicional:
A; Conmutativa

e pVg=qVp
e pAGg=qADp

Ao Identidad

e PVC&sp pVvVV&V
e PN\V&p pAnCeC

As Distributiva
e pV(gAT) & (PVgA(PVT)
e pA(gVr) & (pAg)V(pAT)
A4 Complemento
e pV-p&sV pA-pel
o ~(p)ep
As; Idempotencia
* pApsDp
e pVp&ep
Ag Asociativa

e (pAgAT=DPA(GAT)
e (pVgVr&pVi(gVvr)

A; D’Morgan
* ~(pVag) e pAyg
* ~(pAg) = pV g
Ag Ley del Condicional
e (p—=q) = (-pVvy)

Ag Ley del Bicondicional

e pege (@9 N(@—p)
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Aip Absorcién

epA(pVaqg) &p
e pV(pAg)&p
e pA(-pVaq) & pAg
e pV(-pAq)&pVyg

Tomemos por ejemplo la siguientes férmulas: —~((—pV —q) V —¢q) y p A q. Ahora, determinemos is ambas

formulas son equivalentes:

=((=p Vv —q) V—q)

Luego ~((—p V —q) V —q) & p Aq.

54
54
=
=

=(=pV (=g V ~q))

=(=pV —q)

=(=p) A
pPAq

—(—q)

Ag
As
A7
Ay

Ahora, tomemos las féormulas p <+ ¢ y —p <> —¢; comprobemos que son equivalentes:

teeo0Q

.:Actividad 2.2.

(=p = —q) A (g — —p)

(==pV =q) A (m=q — —p)

(pV —q) A (q— —p)
(negq Vp) A (=pV q)
(g—=p)A(—q)
(p—a)N(g—p)

pq

Ag
Ag
Ay
Ay
Ag
Ay
Ag

1. Verificar si las siguientes pares de férmulas (A y B) légicamente equivalentes:

s A:(peq) s, B:sV(p+q)

» A:(pVgAg, B:(=qVaq) < (pAq)

w A:(-rA=t), B:(tV-r)

2. Indicar si las siguientes formulas son l6gicamente equivalentes

"» A<+ B& B+ (A« B)

» A+»-B< (AVB)— (AAB)

» A+ B& (AVB)— (AANB)

» AN-B& (mA < B) <+ (AV-DB)

" A<+ B& (AVB)A(B— —A)

» A» B& (mAVB)A (=B — A)

» A« B& (B~ A)V(A— B)

» “A—-B& A+ (AAB)
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Satisfacibilidad e insatisfacibilidad

Una férmula proposicional A es satisfacible si su valor es verdadero en alguna interpretacién. Una
interpretacion satisfecha es llamada un modelo para A (Ben-Ari, 2012). La satisfacibilidad de una
formula proposicional puede ser determinada mediante diferentes métodos, uno de ellos el de las tablas
de verdad, dado que existe un ntimero finito de 4&tomos y un ntmero finito de interpretaciones.

La férmula A : p V —q, es satisfacible debido a que en varias de sus interpretaciones en la tabla de
verdad se evalian como verdaderas. (tabla 2.5)

| ~¢ [ pV—q]

RS ISTIN S
o < | e
<| = <=
<= <=

Tabla 2.5: Tabla de verdad de A : pV —q.

Una interpretaciéon verdadera se considera un modelo para la férmula proposicional y por lo tanto la
estd en correspondencia con la satisfacibilidad. Para la férmula A : (p V —¢), un modelo puede ser:

v(p) =V y v(—~q) = F.

La férmula A : (p A q) V —q es satisfacible porque en su tabla de verdad se tienen interpretaciones
verdaderas. Un modelo para la férmula es: v(p) = F y v(q) = F, el cual hace verdadero a la expresién:
(p A q) V —q. (tabla 2.6)

| ~¢ [pra] PAq)V—q |

SISESIESIES
= <=l <=
<[ <=
<=l <<

\%4
V
F
\%4

Tabla 2.6: Tabla de verdad de A: (p A q) V —q.

Una férmula proposicional es insatisfacible si no es satisfacible, es decir, si su valor es falso en toda
interpretacién. A una férmula proposicional con esta propiedad no es posible definir un modelo que la
haga satisfacible.

Por ejemplo, la férmula A : (¢A—q), es insatisfacible debido a que para cada una de sus interpretaciones
estas son falsas, es decir no existe ninguna interpretacién verdadera. (tabla 2.7)

¢ ] ~q]qn—q]
V] F F
F| vV F

Tabla 2.7: Tabla de verdad de g A —gq.

Por ejemplo la férmula A: A = (—pV —=¢) A (p A q). (tabla 2.8)
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| (=pV—-q9) [ (pAg) [ =PV -9)AlpAq) |

A )
v F
F F
F F
F F

SISESIESIES
SIS S IS
<< <|=

Tabla 2.8: Tabla de verdad de (=pV —¢) A (p A q).

Es insatisfacible puesto que cada linea de la tabla de verdad evalta a faso.

La relacién existente entre las férmulas satisfacible se muestra en la figura, en la cual el rectangulo
denota todo el universo de formulas proposicionales. Las férmulas que se encuentran dentro del circulo
exterior son las insatisfacibles y aquellas que se encuentran por fuera del circulo son las insatisfacibles.
(figura 2.7)

Todas las férmulas

Insatisfactibles Insatisfactibles

Satisfactibles

Figura 2.7

Las férmulas externas al circulo, tienen todas sus interpretaciones falsas y las del area interna al circulo
al menos una interpretacién verdadera.

Validez y no validez

Una férmula proposicional A es valida si su valor es verdadero para toda interpretacion. Se dice que
una férmula F es valida (o que F' es una tautologia), y se representa por F, si todas las interpretaciones
son modelos de F' (Alonso & Borrero, 2003).

Por ejemplo la férmula A : (p V —p) es una férmula valida dado que cada linea de la tabla de verdad
se evaltia como verdadera. (tabla 2.9)

lp[-p|pVv-p]
VIF v
FlV 1%

Tabla 2.9: Tabla de verdad de p V —p.
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Por ejemplo, en la formula A: (p — ¢) — (—g — —p). Cada una de las lineas de la férmula son
evaluadas como verdaderas, por lo tanto la férmula es valida. A las férmulas que cumplen con esta
condicidn se les llama tautologias. (tabla 2.10)

| p—=a) | (ca—=—p) [ 0= 9 = (g — ) |

53] es| IR RIS
| < | e
< S <
< S <
NI IS

Tabla 2.10: Tabla de verdad de (p — q) — (=g — —p).
Una férmula proposicional es no-vélida, si su valor es falso en alguna interpretacion.

Por ejemplo la férmula A: (p V ¢) es una férmula no vélida dado que existe una interpretacién en su
tabla de verdad que es evaluada como falsa. (tabla 2.11)

[PV ]

q
v
F
v
F

SIESIRSIESIES
< <<

Tabla 2.11: Tabla de verdad de (p V q).

La férmula A: (p — q) V (g — —p). Es una férmula no-valida, pues existe una interpretacién que es
evaluada como falsa. (tabla 2.12)

| =9 [ (c¢—=-p) [(p=qV(qg—p) |

| <| | <=
<=9 < {
< <|=<

V
F
V
\%4

Tabla 2.12: Tabla de verdad de (p — ¢q) V (-¢ — —p).

Por ejemplo la férmula A:(p A q) es satisfacible pero no vélida, puesto que evaliia tanto un valor
verdadero como tres valores falsos. (tabla 2.13)

Tabla 2.13: Tabla de verdad de (p A q).

Las férmulas no validas incluyen férmulas insatisfacibles asi como aquellas que son verdad en alguna
interpretacién pero no en otras representadas por el anillo externo del circulo (ver figura 2.8) interior.
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El area del circulo més grande representa aquellas formulas satisfacibles y el area del circulo interno
representa aquellas férmulas satisfacibles no exactamente en una interpretacién, son en todas, esto es
las férmulas validas (Ben-Ari, 2012).

Todas las férmulas

Satisfactibles

Insatisfactibles No validas

validas

Figura 2.8
Existe una relacién directa tanto entre validez e Insatisfacibilidad y entre satisfacibilidad y no validez.

Una férmula A es valida si y solo si = A es insatisfacible. A es satisfacible si y solo si = A es no vélida.
Para decidir si A es vélida, aplique el procedimiento de decision para satisfacibilidad de —A. Si esto
reporta que —A es satisfacible, entonces A es no valida y si reporta que —A es no satisfacible, entonces
A es valida (Ben-Ari, 2012). Tal procedimiento de decisién es llamado usualmente procedimiento de
decisién de refutacion porque se prueba la validez, refutando la negacién.

.:Actividad 2.3.

1. Determine si las siguientes formulas proposicionales son: validas, no validas, satisfacibles o
insatisfacibles. (tabla 2.14)

| Férmula | Satisfacible | Insatisfacible | Valida | No-valida |

-p—q
(pvag)A(pVy)
—(=pV ~q)
p< (qVp)
PAp
—(=p = —q)
p< (pAg)
qV g

Tabla 2.14

2. Dada la siguiente férmula A: =(—pA—q) < (—pVgq), determine de que tipo es: vélida, satisfacible,
insatisfacible o no vélida. (tabla 2.15)

Determine para cada férmula si es vélida, satisfacible, insatisfacible o no valida. Para aquellas
en las cuales sea posible, defina un modelo.

s A=-pAp—qVqgsrp—




2.9

2.9 Tableros semanticos 73

| ~(=pA=q) [ (=pVq) | ~(pA—q) & (—p V) |

SISIRSESIES
= < | <=

Tabla 2.15: Tabla de verdad de (p — q) V (=g — —p).

—~

A=(p——q) = ~(=qAs)
A=pA=(lg—-p) = -r)
. A=
A
A

—~

(p—=qVs) e qg—s

=((pVvqg) —qgN—-q) Vp

Tableros semanticos

El método de los tableros seméanticos es un método de deduccién automatica que permite representar los
sistemas 16gicos de forma precisa, basados en un procedimiento de decisién. Se atribuye este método a
Beth (Beth, 1955), el cual la define como una btsqueda sistemdtica de contraejemplos para determinar
si una formula es consecuencia de otras, disminuyendo la satisfacibilidad de las férmula proposicional
a un subconjunto de literales. En resumen, el método hace una busqueda sistematica de modelos. La
satisfacibilidad para una férmula proposicional A queda asociada a la satisfacibilidad de un conjunto
de literales de la férmula y por lo tanto, un conjunto de literales es satisfacible si y sélo si no contiene
un par complementario de literales.

Un literal es una variable proposicional o la negacién de una variable proposicional. Son literales: p, g,
r, 0g, —s, =t. Un conjunto de literales es satisfacible si y s6lo si, no contiene un par complementario
de literales.

= Si p es un 4tomo, el conjunto {p, ~p} es un par complementario de literales.

= Si A es una férmula, {A, A} es un par complementario de férmulas. A es el complemento de
—Ay —A es el complemento de A.

A continuacién se muestran férmulas proposicionales con su respectivo complemento: (tabla 2.16)

| Férmula | Complemento de la férmula |
(r—9q) ~(p—q)
~((pVa)Vs) (pva)Vs)
~((g < —p) = ~q) (g —p) = g
(—r A —s) —(=r A —s)
(((pVg)=s) < (zp A s)) ~(((pva)Vs) < (-pAs))

Tabla 2.16: Férmulas proposicionales con su respectivo complemento.

En la tabla 2.17 se muestran una serie de casos en las cuales se define cada férmula proposicional un
conjunto de literales y la propiedad de la féormula.

Considere la féormula A : g A (pV —q), A es verdadera si v(q) =V y v(pV —~q) = V. Entonces v(4) =V,
si:
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Férmula Conjunto | Par Modelo Tipo de
de litera- | comple- férmula
les mentario
A:(pV—q) {p, ~q} No v(p) = V, | Satisfacible
vg) = F
A:(pNqg)— —r | {p,q,-r} | No v(p) = V, | Satisfacible
vig) = F,
v(-r)=V
A:pA-p {p,—p} Si No tiene, | insatisfacible
v(-r) =V

Tabla 2.17: Formulas proposicional, un conjunto de literales y la propiedad de la férmula.

L v(g)=Vyv(p)=Vo
2. 0(q) =Vyuv(-q) =V

Para el conjunto de literales {gq, p}, no es un par complementario y se puede establecer un modelo para
la férmula A, v(q) =V y v(p) =V, y por lo tanto la férmula es satisfacible. El conjunto de literales
{q, ~q} es un par complementario, por lo tanto no es satisfacible y no se puede definir un modelo.

Arbol semantico

Un arbol seméntico es una sucesion de sucesiones de férmulas llamadas ramas, generadas a partir de
un conjunto (no vacio) de férmulas, por aplicacién a éstas de las reglas (y a las férmulas resultantes
que sean complejas) (Nepomuceno, 2002). Un 4rbol semdntico se puede representar a partir de la raiz
de un arbol, en donde cada una de las hojas que se generen como hijas, son producto de una buisqueda
sistematica de modelos.

Para realizar la biisqueda sisteméatica de modelos, existen una serie de reglas que deben ser aplicadas
de acuerdo al conector u operador booleano de la férmula proposicional. Estas dos reglas son (Ben-Ari,
2012):

1. « (alfa) - son conjuntivas y estas satisfacen solo si ambas subférmulas a; y a son satisfacibles.

2. B (beta) - son disyuntivas y estas satisfacen aun usando solo una de las dos subférmulas 81 o B2
es satisfacible.

Las reglas se aplican de acuerdo al conectivo principal. Para las a-férmulas, se deben satisfacer sus dos
componentes o y ag. (tabla 2.18)

L o | a [ o |
——A A
A N A Ay Aqy
ﬁ(Al V Ag) -Ay —As
_|(A1 — AQ) Al _‘AQ
A1<—>A2 A1—>A2 A2—>A1

Tabla 2.18: a-Foérmulas

Para las S-férmulas es necesario que al menos uno de sus componentes 31 y B2, se satisfaga. (tabla
2.19)
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| B | b1 | B2 |
BV By By Bs
~(B1 A By) ~Bi ~B,
By — B> -By Bs
_|(Bl <~ BQ) _|(Bl — BQ) _‘(BQ — Bl)

Tabla 2.19: S-Foérmulas

2.9.2 Construccién del tablero semantico

Un tablero semantico se considera completo cuando las hojas que este son etiquetadas. Una hoja que
contiene un conjunto complementario de literales se marcara con una X y por lo tanto sera insatisfacible,
es decir no tiene un modelo. Una hoja que no contenga un conjunto complementario de literales
serd marcada con una O y serd por lo tanto satisfacible, es decir tiene un modelo. El procedimiento
del método finaliza cuando todas las férmulas se encuentran debidamente marcadas. Cando sean
etiquetadas todas las hojas del arbol, se llamaré un tablero seméantico. Este método también es usado
para hacer demostraciones por refutacién, es decir, se puede determinar la validez negando la formula
proposicional.

Por ejemplo, para la féormula A : p A —p. Esta tiene la estructura A; A As, por lo cual se aplica una
a-férmula que se deriva en a; y as. El drbol semdntico contiene dos pares complementarios {p, —p} y se
puede etiquetar con una X. Por lo tanto la férmula proposicional es insatisfacible. El arbol seméantico
resultante se muestra en la figura 2.9:

pA—p

b,™p
X

Figura 2.9: Arbol seméntico de A : pA—p

Por ejemplo un tablero para la férmula A : (pV —q) Agq. Esta férmula cuenta con la estructura A; A Ag,
por lo cual se aplica una a-férmula que se deriva en o1 y as. En donde quedan dos subférmulas (pV —q)
v q. En este caso el conector principal es el V, la cual responde a la estructura By V Bs, y por lo tanto se
aplica una S-férmula que se deriva en 51 y B2. Una vez aplicada surgen los conjuntos {q, p} y {¢, ¢}
El conjunto {q,p} es satisfacible y se etiqueta con O. El conjunto {p, =g} es un par complementario
de literales y se etiqueta con X. La férmula A es satisfacible puesto que el conjunto {q, p} es abierto y
se puede encontrar por lo tanto un modelo: es v(p) =V y v(q) = V. El tablero seméntico se muestra
en la figura 2.10.

Por ejemplo, para la féormula A : (p V q) A (=p A —q), se identifica que la férmula cuenta con la
estructura A; A As, por lo cual se aplica una a-formula que se deriva en a; y as. Se elimina del arbol
el operador A y se separan las subférmulas con una coma (,), queda el drbol con las subexpresiones:
pV q,—p A —q. Teniendo en cuenta que en este punto cada subexpresion tiene un conectivo principal,
se puede entonces aplicar ya sea una « féormula o una § férmula. Se aplica la o féormula, y se genera
un nuevo nodo quedando el arbol con: p V ¢, —p, —q. Finalmente se aplica una § férmula, teniendo
en cuenta que solo queda una disyuncion. En este caso, se generan dos subexpresiones 81 y B2. Los
dos hojas del arbol quedan etiquetadas con X, por lo tanto es cerrado y la férmula proposicional es
insatisfacible. No es posible encontrar un modelo para la férmula. El arbol semantico resultante se
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(pV—q) Nq

(pV—4q),q

a,p q,7q

O X

Figura 2.10: Arbol seméntico de A : (pV—q)Ngq
muestra en la figura 2.11:

(pVa)A(=pA—g)

pVgq, "pAq

pV4q, 7p, °q

p, P, Tq b, P, 7q

X X

Figura 2.11: Arbol seméntico de A : (pV q) A (=p A —q)

Por ejemplo, para la formula A : (p — ((¢Vr) = (p A r))), corresponde con la estructura B; — Ba,
por lo tanto se aplica una S-férmula que se deriva en 51 y [2. La subférmula 51 queda con un literal
—p, el cual se marca como abierto. A continuacién se analiza la subférmula 82 (¢Vr) = (p A1), a
la cual se le aplica una [S-férmula que genera dos féormulas 81 y (2. La subférmula 87 queda como:
=(q V r) y la subférmula 83 queda como: (p A 7). Tanto a 31 como a f2, se les aplica una « férmula.
El arbol en este punto se etiqueta ambas hojas como abiertas, teniendo en cuenta que no tienen pares
complementarios de literales. Como al menos una de las hojas del arbol es abierta, entonces la formula
A es satisfacible y se puede obtener un modelo. El drbol semédntico resultante se muestra en la figura

2.12:

Generalizando, se puede afirmar que una férmula proposicional es satisfacible si y solo si el tablero
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(p—=((qvr)=(pAr)

B1 B2
-p (gvr)—=(pAT)
o) B B2
—(gVr) pPAT
@ @
-q, “T) b, r
(0] (0]

Figura 2.12: Arbol seméntico de A: (p — ((qV ) = (p AT)))

semantico es abierto. Un tablero seméntico es abierto cuando al menos una de sus hojas es marcada
como abierta. Una férmula proposicional es insatisfacible si y solo si el tablero seméantico es cerrado.
Un tablero seméantico es cerrado cuando todas sus hojas son marcadas como cerradas.

Los tableros seménticos pueden ser usados como procedimientos de decisién para verificar la validez
de una férmula proposicional. Para probar si una féormula A es vélida, entonces se refuta negando a
A. Una férmula A es valida si y solo si A es insatisfacible si y solo si el tablero semantico para —A
es cerrado.

Por ejemplo, se desea verificar si la féormula A : (p V —p) es valida. Inicialmente se niega la férmula:

—(pV —p). En este caso se aplica una a-férmula. La cual genera una unica hoja que se etiqueta con X,
pues se tiene el par complementario de literales. {p, —~p}. (figura 2.13)

A:(pV-p)

~(pV —p)

b, 7p

X

Figura 2.13: Arbol semdntico de =(pV —p)

Para la féormula A, se prueba la validez refutando la férmula original, como —A es cerrado, entonces
—A es insatisfacible y por lo tanto A es valido. Mediante una tabla de verdad se puede verificar que
no es posible definir un modelo para la férmula proposicional. (tabla 2.20)
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[p]»[Vv-p) | -(pV-p ]
V|EFE v F
F|V % F

Tabla 2.20: Tabla de verdad de —(p V —p)

Por ejemplo, se desea verificar la férmula A : ((pV ¢q) = (—pV —q)), es una férmula vélida. El operador
principal es el — | por lo que la estructura es =(A; — As), por ello tanto se aplica una a-férmula que
se deriva en ay y as. La subférmula ay queda como (pV q), y la subférmula as queda como —(—pV —gq).
Se aplica una a-férmula a =(—p V —¢),quedando conformado el arbol con las subférmulas: (p V q), p,
g. Se aplica una S-férmula la cual genera dos nodos hoja. Los conjuntos de literales son: {p,p,q} y
{q,p,q}. No se tiene un par complementario de literales y por lo tanto las hojas se etiquetan como
abiertas. La forma en que se etiqueto el arbol muestra que —A es satisfacible, por lo tanto A es no
valida. El arbol seméantico resultante se en la figura 2.14:

(pVg)— (=pV—q)

=((pVaq) = (-pV—9q))

(pVa), ~(=pV—q)

Q
(rVva),p, q
B1 B2
P, D q 4p.q
9] 0]

Figura 2.14: Arbol semantico de A : ((p V ¢) — (—=p V —q))

Se desea saber si al formula A = (—s = —q) — (¢ — s), es vélida. Inicialmente para probar validez
se niega féormula. El operador principal es el —, por lo que la estructura es =(4; — As2), por ello
tanto se aplica una a-férmula que se deriva en a1 y ag. La subférmula o7 queda como (—s — —q),
y la subférmula «y queda como —(¢ — s). Se aplica una S-férmula la cual genera dos nodos hoja y
finalmente se aplica a cada nodo una a-férmula. Los conjuntos tienen pares complementarios, por lo
tanto las hojas son cerradas y A es un férmula valida. El arbol seméantico resultante se muestra en la
figura 2.15:

Por ejemplo si se tiene la férmula proposicional: p A (p — (¢ — —p)), v se aplican las reglas, es posible
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(ms = —q) = (¢ — )

s,2(q — s) —q, =(q— )
« ‘ «
S,q, S -4, q, 7S
X X

Figura 2.15: Arbol seméntico de A = (=s = —=¢q) — (¢ — s)

la siguiente representacion del arbol. El arbol etiquetado, tiene hojas abiertas y cerradas. La férmula
proposicional A : p A (p = (¢ = —p)), es satisfacible y el tablero seméntico es abierto. (figura 2.16)

pA(p— (¢ — )

D, P p, (¢ — —p)
p, 7q D, P
(0] X

Figura 2.16: Arbol seméntico de p A (p — (¢ — —p))

Por ejemplo, la férmula proposicional A : pA—gA (p — ((¢Vr) = (p Ar)). Su drbol etiquetado, tiene
dos hojas abiertas y una hoja cerrada, entonces la férmula A : pA—g A (p = ((gVr) = (pAT))), es
satisfacible y se puede definir un modelo en las hojas abiertas. El arbol semantico resultante se muestra
en la figura 2.17:

El método de los tableros seméanticos también puede ser extendido a féormulas. Por ejemplo, si se tiene
la férmula A : ((pV ¢) A—=(pV q)), se aplica una a-férmula y se observa que se existe un tiene un par
complementario de férmulas. Por lo tanto se puede afirmar directamente que el tablero semantico es
cerrado y la férmula es insatisfacible. (figura 2.18)

.:Actividad 2.4.

1. Determine si los siguientes conjuntos de féormulas son satisfacibles;
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pA=gA(p—((gVr)— (pAT))

p, g AP — ((gVr) = (pAT))

«Q

p, =g, (p— ((gVr) = (pAT))

V\ﬁ2

P, °¢, P Py g (qVr) = (pAT)
X V\’Bz
p, ¢, ~(qVr) p, 2q, (pAT)
[0 (0%
p, 7q, ~q, T p, 7q, p, T
« «
0 0

Figura 2.17: Arbol seméntico de A: pA—=gA (p— (gVr) = (pAT))

(pva)A=(pVa)

«

((pVvaq), ~(pVq)

Figura 2.18: Arbol seméantico de A : ((pV ¢) A =(pV q))

= {-p,p,q}
» {q,p,~q}
» {q,r,p, s}

2. Dadas las siguientes férmulas A, determine por el método de los tableros seménticos si son
férmulas: satisfacibles o insatisfacibles, y cuando sea posible determine un modelo.

s A=(p—=9A(pAg)
= A= (qA-p)—q)
» A=((pVq) < (-pVaq)
» A=(p—=q) ¢ (-p— q)
» A==((pVq) = q) A=((—gVp)A-p)
» A=(¢—q)V-(aVp)
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3. Dadas las férmulas proposicionales, determine por el método de los tableros seméanticos si son
validas o no validas.

—pe NN
-((¢ = —p) = —q)
~(pVaq) < (-p e s)

(=p = —q) = (=g — —p)
(p—4q) = (—qVp)
(q—q) < —~qVp)

N N N S NS

Resolucion proposicional

El método de resolucién proposicional fue desarrollado por Robinson (Robinson, 1965). Es un método
de demostracién automética fundamentado también en la bisqueda. El método se fundamenta en una
regla de inferencia denominada regla de resolucién. Tiene como elemento particular que trabaja con
clausulas y no directamente con férmulas proposicionales.

A diferencia de otros métodos de deduccién como los tableros semanticos, en donde se manejan cantidad
de reglas para inferir el resultado, el método de resolucién solo utiliza una regla para deducir. Asi mismo,
es un método que utiliza exclusivamente clausulas.

Formas normal conjuntiva y disyuntiva

Una férmula proposicional estd en forma normal cuando tnicamente esté constituida de disyunciones
o conjunciones, y la negacién solo afecta a los literales, es decir en ella no existen operadores booleanos
condicionales, bicondicionales, ni negaciéon de la férmula. Una forma normal puede estar en forma
normal disyuntiva o forma normal conjuntiva.

Una férmula estd en Forma Normal Disyuntiva (FND) si estd constituida por una disyuncién de
conjunciones, es decir el operador principal es la disyuncién y las conjunciones son las dependientes.
Donde C; VCy VO3V CyV...Cp, v cada C; una clausula y B;j; V B2 V Bis V... Bini, es un literal de
la clausula. Se representa formalmente como.

m n;

VA A

i=1 \j=1

Son ejemplos de FND las siguientes expresiones:

= pVgq

(P A—gAT)V (P AS)
= (gAp)V(-p)V(9)
n —\p
Las siguientes férmulas no estdn en FND:

= —(pV s) (el operador de negacién afecta la férmula)

s ((-pVqVs)Ar))V s (tiene una disyuncién)
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Una férmula estd en Forma Normal Conjuntiva (FNC) si estd constituida por una conjuncién de
disyunciones, es decir el operador principal es la conjuncién y las disyunciones son las dependientes.
Donde C; ACo ACsACAN...C,, y cada C; una clausula y B;; A Bja A Bis A ... Bypi, es un literal de
la clausula. Se representa formalmente como:

m Kz
AV
i=1 \j=1
Son ejemplos de FNC las siguientes expresiones:
m pAS
= (PVA(PV-s)
= (P VgV os)A(pVs)A(-p)
"q
Las siguientes férmulas no estan en forma normal conjuntiva FCN
= —(p A s) (el operador de negacion afecta la férmula)

= ((-pAgq)V-r))A(—p) (tiene una disyuncién en la férmula).

Una férmula en FND sera insatisfacible si todas sus disyunciones son falsas, de lo contrario, se debe
establecer si es una tautologia o una férmula satisfacible. Una férmula en FNC sera una tautologia si
todas sus conjunciones son verdaderas, de lo contrario, se debe establecer si la férmula es satisfacible
o insatisfacible.

Toda féormula proposicional tiene su equivalente en FNC. Para convertir una formula a FNC, es posible
establecer una serie de pasos, los cuales garantizan la propiedad de equivalencia légica.

1. Eliminar todos los conectivos diferentes a: negacién, conjuncién y disyuncién. (se eliminan los
operadores <> y —).

2. Aplicar las leyes de De Morgan, para llevar todas las apariciones de — hasta los atomos.
s -(AAB)+ (mAV -B)
s 2(AV B) < (mAA-B)

3. Eliminar las dobles negaciones.

4. Aplicar de forma repetida las leyes de Distributividad, para llevar todas las apariciones de V
hasta los 4tomos.

» AV(BAC) <« (AVB)A(AVC)
= (AAB)VC + (AVC)AN(BVCO)

En los siguientes ejemplos se muestra la aplicacién de los pasos para transformar a FNC. Inicialmente
se desea transformar la férmula: ((p — ¢) Ap) — ¢

El siguiente ejemplo muestra cémo se trasforma la férmula: (p — ¢) — (—p — —¢q), a su equivalente en
FNC.

.:Actividad 2.5.

1. Dadas las siguientes formulas, transformar a su equivalente en forma normal conjuntiva.
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| Pasos | Férmula
1. Se eliminan todas la apariciones de — =((-pVq)Ap)Vgq
2. Llevar todas las apariciones de — hasta (pA—=q)V-pVgq

los atomos y asi disminuir su alcance
3. Aplicar de forma repetida las leyes de | (pV —pVq) A(=gV —pVq)

Distributividad
Tabla 2.21: FNC. de ((p — ¢) Ap) — ¢
| Pasos | Foérmula |
1. Se eliminan todas la apariciones de — =(=pVq)V (=pV—q)

2. Llevar todas las apariciones de — hasta | (=—p A —q) V (-—pV —q))
los atomos y asi disminuir su alcance

3. Eliminar las dobles negaciones. (pA=q)V(pV—q))
4. Aplicar de forma repetida las leyes de | (pVpV —¢) A (=g VpV —q)
Distributividad

Tabla 2.22: FNC. de (p — q) — (-p = —q)

(p—=q)V-(-pAa)
» ~((g = —p) = ~q)
~((pVq) < (-pVa)
= ~(p—=q)V(-p——q)
= (Ve = q)—p—q

2. Dadas las siguientes férmulas, transformar a su equivalente en forma normal conjuntiva.

= (p—q)V g

= (qV-pASs) e (mgA-s)
= (pVag) = (-pVa)
~(pVaq) = (-pV—g)
~((pVa)Va) < (-p—q)

2.10.2 Literales, clausulas y Forma clausal

Un literal es una proposicion atémica p su negacién —p, es decir una variable proposicional o la
negacién de una variable proposicional. Todo literal tiene un complemento. Si s es un literal, —s es
su complemento. Si —s es un literal, entonces s es su complemento. Los literales se constituyen las
clausulas.

Una cldusula se compone de literales que se encuentran unidos por medio del operador de disyuncién,
esta disyunciéon se puede dar entre cero o més literales. Una clausula es una disyuncién de literales.
Una clausula que no contenga literales se denomina vacia, y su representacién es mediante el simbolo
®. Una clausula vacia es insatisfacible.

Una férmula estd en Forma Clausal si estd conformada exclusivamente por un conjunto de clausulas.
La transformacion de una férmula en FNC a Forma Clausal es inmediata sustituyendo las conectivas A
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| Férmula proposicional | Conjunto de clausulas |
(—pVaqV-q) {-pg—q}
(pV-pVagVp)A(-gVp)A-s {p—pq, ~qp, —s, —p}
(pVagV-g) A(=gVpVgq) {pg—q, ~qpq}
(pvVgVp—=r)V-or {pq, —pr,—r}
Tabla 2.23

por comas y englobando las disyunciones entre llaves (Blanco, Smith, & Damidn, 2001). A continuacién
se presentan unas férmulas proposicionales con su equivalente expresion en términos de clausulas.
Algunos aspectos a destacar en los conjuntos de cladusulas son:

= Existen clausulas con un solo literal, a las cuales se les conoce como clausulas unitarias.

= Cuando un literal se repite en la cldusula es posible aplicarla equivalencia 16gica (p V p) < p. En
este caso la cldusula no pierde sus propiedades.

= Cuando una clausula no contiene ningun literal, se denomina clausula vacia y como se ha
mencionado, es insatisfacible y no puede ser satisfecha.

= Una clausula que tiene un literal verdadero, se denomina cldausula de Horn.

2.10.3 Método de resolucion

El método de resoluciéon es un procedimiento automatico es un método que trabaja tinicamente con
clausulas que estén en FNC. En este método se aplica una tnica regla de inferencia, denominada regla
de resolucion.

La regla de resoluciéon se aplica cuando existan literales complementarios entre pares de clausulas.
Cuando en dos cldusulas Cy y Cq, se contenga en cada una literales tales que [ € Cy y =l € Cy, se
afirma que son clausulas resolubles. El resolvente entre dos clausulas C; y C5, da lugar a una nueva
cldusula C'. El resolvente entre C; y Cs, da lugar a una nueva cldusula respecto al literal [. A este
proceso se le denomina paso de resolucion. La aplicacion del resolvente se denota de la siguiente manera:

R (C1,Cs) = (C1—{l}) U (Co—{~1})

Por ejemplo, si se tienen las clausulas: C; = pg—r y Cy = qr—it, el literal ¢, estd en la clausula C; = —r
y en la clausula Cy = r. El resolvente entre Cy y Cs, se obtienen de la siguiente manera:

R(C1,C2) = (pg—r—{—-r}) U (gr—t—{r}) = pgU gt = pg—t

Los siguientes son ejemplos en los cuales se aplica el resolvente a dos clausulas:

El resolvente de dos clausulas es satisfacible cuando los pares de clausulas C1 y C2, son mutuamente
satisfacibles. Un conjunto de cldusulas es satisfacible si y s6lo si existe una misma interpretacién que
satisface a cada cldusula del conjunto. Cuando el resolvente es C' = [ el conjunto de clausulas es
insatisfacible.

Son diversos autores (Ben-Ari, 2012), (Labra & Ferndndez, 1998), que presentan una serie de estrategias
o casos para simplificar clausulas, las cuales estan orientadas a eliminar clausulas antes de ser usadas
en el resolvente. Con ello se busca un ahorro en la bisqueda de la solucién.
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| Clausulas | Resolvente
Ci = pq |por
Coy = —q—r
C; = 7, | O (clausula vacia)
CQ =T
C1 = —p—q, | No se puede aplicar resolvente entre
Co = —q—r Cy y C3 (No existen literales
complementarios)
Ci = p—gr, | pr—t
Co = qr—t
Tabla 2.24

Caso 1 : Sien todo el conjunto de clausulas, existe una cldusula que no contiene un literal complementario
a €l en todo el conjunto, es un literal al cual no se le podra aplicar el resolvente. En este caso
esta clausula puede ser eliminada del conjunto.

Caso 2 : Si existe una cldusula con un literal repetido, esto es una tautologia y por lo tanto a esa clausula
se le puede eliminar uno de esos literales.

Caso 3 : Si una clausula contiene a otra clausula, entonces es posible eliminar del conjunto de clausulas,
la clausula que estd contenida en el conjunto.

A continuacién se ejemplifica la aplicacién de estos casos:

| Conjunto | Estrategia de borrado |

{-pg—a, ppq, par, st} {=pa—q, pg, pmg-r, st} (Caso 2, se
elimina el literal p de la segunda
cldusula

{p—pg, —qp, —s, —p, t} {p—pg, —gp,~s,~p,t} (caso 1, se
elimina el literal ¢ del conjunto)

{pa—q, ~qpr, pq} {pg—q, ~qpr} (caso 3, se elimina la
cldusula pq)

Tabla 2.25

Con fundamento en todo lo expuesto anteriormente, a continuacién se presenta el algoritmo de
resolucién proposicional (Blanco et al., 2001).
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Entrada: Conjunto de Clausulas C'
Salida: Determina si el conjunto de clausulas es insatisfacible

1. Buscar en C dos clausulas C; y Cs, en la cual exista un literal I que cumpla quel € Cy y =l € Cs.
2. Si se encuentran:
2.1 Calcular el resolvente entre las dos clausulas Cy,Cs y anadirlo al conjunto C.

2.1 Si R(C4,C5%) =0, entonces terminar e indicar que es insatisfacible.

2.2 De lo contrario, volver al paso 1

3. Si no se encuentran: Terminar indicando que no es insatisfacible.

Por ejemplo, se desea aplicar el algoritmo de resolucién proposicional para la férmula: (p A —p).
Inicialmente el cada una de las clausulas serd numeradas para aplicar el procedimiento de resolucion.
Cuando sea aplicado el resolvente se indicara sobre que cldusulas se esta trabajando. El conjunto de
clausulas es:

1. p
2. —p
3. R(1,2)

Teniendo en cuenta que el resolvente de entre las clausulas 1 y 2, llegé a O se puede afirmar
que la férmula proposicional es insatisfacible. Esto se puede verificar desde la definicién misma de
interpretacién proposicional, pues si v(p) = V, entonces v(—p) = F, y por lo tanto no es posible
encontrar un modelo para la férmula (p A —p).

Los siguientes son ejemplos de aplicaciéon del método de resolucién proposicional.
Considere el siguiente conjunto de clausulas: {(1)p, (2)—gq, (3)—pq}

1. p

2. q

3. pq
4. ¢ R(1,3)
5.0 R(2,4)

El conjunto de clausulas es insatisfacible. Este mismo conjunto de clausulas puede tener una serie de
pasos a los que se llega a la misma deduccion de insatisfacibilidad.

1. p
2. q

3. pq
4. =p R(2,3)
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5.0 R(1,4)

Dado el siguiente conjunto de clausulas, determine si es insatisfacible o no:
{(1pg, (2)=pg, 3)p—q, (4)—p—q}.

L. pq

2. —pq

3. pq

4. —p—q
5.q¢ R(1,2)
6. ¢ R(3,4)
7. 0 R(5,6)

El conjunto es insatisfacible.

Retomando el ejemplo de la seccion 2.8 se puede también utilizar el método de resolucién para verificar
la validez de una férmula mediante el procedimiento de refutacién. Esto se verifica negando la conclusién
obtenida de los argumentos.

La Universidad Auténoma es privada, o la Universidad Nacional lo es. Si la Universidad Auténoma es
privada, entonces es sin &nimo de lucro. La Universidad Catélica con animo de lucro tiene acreditacion
de calidad. Por lo tanto, la Universidad Nacional es privada.

Utilicemos las siguientes proposiciones atémicas:

p Universidad Auténoma es privada. ¢ Universidad del Nacional es privada. r Universidad Auténoma
es sin 4nimo de lucro.
La representacion de los argumentos sera:

PAgq
p—)T
-r

Para este caso se va a negar la conclusion para verificar la validez por medio de la refutacién de ella.
El conjunto de cldusulas quedarian: {pg, —pr, —-r, —¢q}. Donde —q es la negacién de la conclusion.

L. pq

. Tpr

-r

—q

. —p R(2,3)
. p R(1,4)
. O R(5,6)

N o o A W N

Con base en esta deduccién, se puede afirmar que la argumentacién obtenida es valida por el
procedimiento de refutacion.
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.:Actividad 2.6.

1. Dadas las siguientes férmulas, transformar a su equivalente en forma normal conjuntiva y aplicar
cuando sea posible la regla de resolucién repetidamente.

= (p— —q) = (-pA—q)

» =((¢g = =p) = =q) V (=p = —q)
((pVa) < (-pV—q)

» (p—=q) & (-p—q)
~(((pVa) > q) —p)—4q

2. Obtener el resolvente de los siguientes pares de clausulas cuando sea posible.

» C1=p-qryCy=qrp
= Cr=-ryCy=gqrp

» Oy =pgory Cp = —pgr
» O1 =-pqy Cy=—gp

» C1=pgry Cy=qr-t

3. Dados los siguientes conjuntos de cldusulas, terminar si este es satisfacible o insatisfacible.

= {pgr, ~p—qr,—r,~q}

» {-p—q,p=qr,7,q,s,~ps}
= {r, ~p—qr, 7pq, ~qs}

= {pq,qr,—r,q,p}

4. Determinar por el método de resolucién si las siguientes formulas son insatisfacibles.

((p = —q) = —p) > q

((qV=p) = q) A(=p— —q)

= ((pVa) = (=pV—qVr)) = r

(p = —q) = (-p = —q)
((pVagVvr)——q) —p) = —q

Pruebas deductivas

En las tematicas tratadas en las secciones anteriores, se han presentado técnicas y métodos para
determinar las propiedades de las proposiciones. Estas técnicas se basan en el significado semantico
de las expresiones, es decir, basadas en la interpretacion de su estructura seméntica. La logica
proposicional, proporciona técnicas y métodos alternativos que se basan en la manipulaciéon a nivel
sintéctico de la formula proposicional, sin considerar sus posibles valores seménticos. Esa manipulacién
sintdctica parte de una serie de reglas y axiomas, a partir de los cuales se pueden realizar conclusiones
sobre una o varias férmulas proposicionales.

A continuacién se presenta dos tipos de pruebas deductivas: Sistemas de Gentzen y Sistemas de Hilbert.
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Sistema de Gentzen

Este sistema deductivo fue propuesto por Gerhard Gentzen en “Untersuchungen Uber Das Logische
Schliessen” (Investigaciones sobre la deduccién légica)’, “Mathematische Zeitschrift”, (1934). Este
sistema deductivo se basa en un axioma y un conjunto de reglas de inferencia. Las reglas de inferencia
son un conjunto de procedimientos que permiten concluir o determinar alguna situaciéon basada en un
conjunto de afirmaciones o premisas. Es decir, el sistema deductivo permite llegar a una conclusién a
partir de un conjunto de premisas definidas.

En el sistema de Gentzen el axioma establece que un conjunto de férmulas debe contener al menos un
plan complementario de literales.

Las reglas de inferencia parten de la estructura: premisas — conclusion.

Premisas
Conclusion

Para obtener una conclusién a partir de un conjunto de premisas, es necesario aplicar reglas de
inferencia que permiten la manipulacién sintactica de las premisas. Las reglas de inferencia en el sistema
de Gentzen son de tipo « (alfa) o 8 (beta). Las reglas de inferencia son presentadas en Mordechai Ben-
Ari, Mathematical Logic for Computer Science (Rehovot: Springer-Verlag London, 2012). y retomadas
en este texto. (tabla 2.26)

[ o | o [ o |
A -—A
AV A Ay Aqy
ﬁ(Al A\ Ag) —-A; —As
(A1 — AQ) _‘Al AQ
ﬁAl < Ag ﬁ(Al — Ag) ﬁ(AQ — Al)

Tabla 2.26: « - férmulas Ben-Ari.

Las S-férmulas para el sistema de Hilbert se presentan a continuacién. (tabla 2.27)

| B | b1 | B2 |
B1 A By By Bs
~(B1V By) ~Bi ~B,
ﬁ(Bl — Bg) By By
(Bl 4 BQ) (Bl — BQ) (BQ — Bl)

Tabla 2.27: 8 - férmulas Ben-Ari.

Con ese conjunto de reglas de inferencia es posible probar una formula proposicional a partir de un
conjunto de premisas. Por ejemplo se desea demostrar (p V ¢) V p. Entonces la prueba de Gentzen se
realiza asi: (tabla 2.28)

Por ejemplo si se desea demostrar (mg — —p) V (p — ¢). Entonces la prueba de Gentzen se puede
realizar de la siguiente manera: (tabla 2.29)
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Tabla 2.28: Prueba de Gentzen para (p V q) V p

Tabla 2.29: Prueba de Gentzen para (—g — —p) V (p — q)

Sistemas de Hilbert

1.p,q, —p Axioma
2.p,q, q Axioma
3.pVva),p |a-—(1)
4. (pvagVp|a-—(3)

1. =g, —p, q Axioma
2.q, p, p Axioma
3. (~¢—p),p g a-— (1)
4 (= -p), p=q |a-—=(2
5. (~q—=-p)Vp—q) | a-V(2)

Un sistema de Hilbert es un sistema deductivo que también se constituye de un conjunto de axiomas y
una regla de Inferencia denominada el Modus Ponens. E1l Modus Ponens es una regla de inferencia que
la cual a partir de un condicional y el antecedente del condicional, es posible deducir el consecuente
del condicional. Si se tiene el condicional (p — ¢q) y el antecedente del condicional p, entonces la regla
del Modus Ponens , concluye en consecuente.

1. p—gq P
2. p P
3. q MPLQ (2)

El sistema de Hilbert parte de los siguientes axiomas:

Axioma 1: - (p — (¢ — p))

Axioma 2: - (p— (¢—=7r) = (p—q¢ = (p—71))

Axioma 3: - (—g = —p) = (p = q)

Por ejemplo si se desea demostrar (r A s), a partir de la formula (pA—q) = (rAs) y (pA—q), entonces

se puede aplicar Modus Ponens, llegando a la conclusién (r A s).

.:Actividad 2.7.

1. (pA—q)—(rAns) P
2. (pA-q) P
C. (T‘/\S) MPLQ (2)

1. Dadas las siguientes férmulas, demostrar si es posible por medio del sistema de Gentzen.

» (p—q)— (=pAq)
» ~((g = —p) = —p)
» ~((pVq) — (-pVyq)
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= 2(p—q)V(=p— —q)
= ((pVag) = q) —(p—q)

2. Deducir por medio del sistema deductivo de Hilbert.

= p—(=p—q)

= =((g~p) — ¢

= ~(p—q) = (-p— —q)
= ((p—=9) =9 >0
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CAPITULO 3

Argumentos, reglas de inferencia y limites de la l6gica

El argumento se asemeja al
disparo de una ballesta, es igual
de efectivo dirigido a un gigante
que a un enano.

Francis Bacon.
1561 — 1626

Al finalizar el estudio de éste capitulo el estudiante estard en condiciones de:

= Identificar los principales métodos de razonamiento con sus componentes fundamentales:
premisas, conclusion y proceso de inferencia.

= Aplicar los conceptos fundamentales del anélisis de razonamientos en el cdlculo proposicional.
= Determinar cuando un argumento tiene propiedades de validez y no validez.
= Verificar la validez o no de un argumento mediante el uso de diferentes reglas de inferencia.

= Aplicar las principales reglas de inferencia en el calculo proposicional.

Introduccion

En este capitulo se trabajard con elementos fundamentales de la 16gica proposicional para establecer las
propiedades de argumento a partir de un conjunto de afirmaciones. Para esa deduccién, se presentan
diferentes reglas de inferencia, las cuales determinan las propiedades de las proposiciones basadas en
una manipulacion sintactica. El andlisis de estas propiedades no se infiere a partir de los posibles
valores de verdad que puede tomar la férmula proposicional. Con esto se muestra en este capitulo
una diferencia en la forma como se han trabajado las proposiciones, los operadores booleanos y las
deducciones.

Inicialmente se presentan el concepto de andlisis de razonamiento, para posteriormente mostrar las
principales reglas de inferencia que se trabajan en la logica. Como elemento diferenciador en este
capitulo, no se analizard verdad o falsedad de una proposicién a partir de los operadores booleanos.
Se analizara si la veracidad de las premisas tiene relacion directa con la verdad de la conclusién.
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Analisis de razonamientos y silogismos

Un argumento se compone de un conjunto de enunciados en un lenguaje formal. Los enunciados son
un conjunto de premisas a partir de las cuales se puede establecer una conclusién. El concepto de
argumento y razonamiento se trabajara como sinénimos en este libro. Los silogismos constan de dos
premisas y una conclusién, siendo la conclusién el resultado de una inferencia deductiva ente las
premisas.

Mediante los razonamientos es posible resolver diversos problemas que se plantean desde la
l6gica, teniendo como referentes proposiciones que responden a la estructura premisas-conclusién.La
conclusién se deriva a partir de las premisas y las premisas sirven como justificacion o evidencia de
la conclusién. Si el razonamiento es valido, no puede aceptarse la verdad de las premisas sin aceptar
también la validez de la conclusién (Baldwin & Scragg, 2004). La 16gica no estudia la verdad o falsedad
de las premisas y la conclusién, sino que estudia si la verdad de las premisas implica la verdad de la
conclusién (Ramirez, 2003).

A continuacién se presentan razonamientos concebidos como vélidos, en los cuales se presentaran las
premisas y posteriormente la conclusién. Para denotar las premisas se antepone la notacién P; para
cada una de ellas y la letra C' para denotar la conclusion. Para los siguientes ejemplos se asume que si
las premisas son verdaderas, también lo seréd la conclusién. (tabla 3.1)

| Premisas | Conclusion |

P;. Todos los hombres son mortales Pedro es mortal
P5. Pedro es hombre
P;. Los deportistas son personas | Los deportistas son exitosos
constantes

P,. Las personas constantes son
exitosas

P;. Si descanso lo suficiente estaria feliz | No descanso lo suficiente
P,. No estoy feliz

P;. Los grillos son insectos Los grillos no tienen cola
P5. Los insectos no tienen cola

Tabla 3.1

También es comun trabajar con razonamientos considerados no validos. (tabla 3.2)

| Premisas | Conclusién |
P;. Todos los tigres son carnivoros Algunos
P5. Todos los tigres son cuadripedos cuadripedos  son
carnivoros
Tabla 3.2

La conclusién tiene un contenido existencial y se menciona que solo algunos, es decir, que existe
cuadrupedos que son carnivoros, pero en las premisas se afirma que todos los tigres son carnivoros.

El siguiente caso no se puede afirmar que la persona no esté alegre porque no se comproé una vivienda,
puede no estar alegre por otro motivo. Por lo tanto si la primera premisa es valida, lo serdn ambas y
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no la conclusién. (tabla 3.3)

| Premisas | Conclusion

P,. Si comprara una vivienda estaria | No estoy feliz
feliz
P,. No me compre una vivienda

Tabla 3.3

El razonamiento légico es un conjunto de juicios que mantienen entre si relaciones logicas de tal forma
que partiendo de juicios denominados premisas es posible llegar deductivamente a un nuevo juicio
denominado conclusién. La obtencién de la conclusiéon, asegura la validez de la juicios que componen
las premisas (Munoz, 2011).

Un razonamiento es valido si todas las premisas son validas y por lo tanto su conclusién también lo
es. Si un razonamiento tiene la estructura:

PLAD2ADPISADPLN---Npp — q

En donde la conclusion q es verdadera y también lo son las premisas p;, entonces se puede afirmar que es
un razonamiento valido. Asi mismo, se podria afirmar que el razonamiento p; Apo Ap3ApaA---Ap, — q,
es una tautologia.

Para determinar si un razonamiento es valido, se representan las premisas y la conclusién mediante
formulas proposicionales. Una vez formalizados se establece el esquema completo del razonamiento y
se procede a aplicar el método de las tablas de verdad. A continuacién se presenta un ejemplo en donde
se determina la validez del razonamiento.

P;. Si tuviera beca estaria estudiando
P,. No estoy estudiando
C. No tengo beca

La representacién de las premisas en forma de proposicion es:

p. Tengo beca
q. Estoy estudiando

La representacion formal de las premisas y la conclusion seria:

p—4q
-q

Una forma de comprobar la validez del razonamiento es mediante la tabla de verdad. La férmula:
((p — ¢) A —=q) = —p, es una tautologia y por lo tanto, es un razonamiento valido. (tabla 3.4)

Por ejemplo, si se tiene el siguiente razonamiento con sus premisas y conclusion, se desea verificar si
este es valido.

P;. Si tuviera beca estaria estudiando
P,. No tengo beca
C. No estoy estudiando
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[pla]lr]a]lp=a]p=0Aq] ((p—= 9 ANq) — p]|
VIVIF|F ]| V F v
VIF| F |V ]| F F %
FIVIVIF]| V F %
FIF|V (V]| V % v

Tabla 3.4: Tabla de verdad de ((p — q) A =¢) — —p

Para ello es necesario es pasar las premisas a proposiciones.

P. Tengo beca
q. Estoy estudiando

Formalizando tenemos:

p—4q
-p
—q

La validez del razonamiento se comprueba analizando su tabla de verdad. La férmula: ((p — ¢) A—gq) —
—p. De la tabla de verdad se puede afirmar que no es una tautologia y por lo tanto no es un razonamiento
vélido. (tabla 3.5)

lp=aq]l =9 A-p]| ((p—=9A-p) = q]

J
hS
J
S

STRS|RSIRSIES
1RSI SRS IS
<<= =4
<M< <

F
F
\%4
V

<[ ===
<[ <=

Tabla 3.5: Tabla de verdad de ((p — q) A =¢) — —p
Se desea determinar si el siguiente argumento es valido.

La biblioteca municipal es ptblica, o lo es la biblioteca universitaria. Si la biblioteca municipal es
publica, entonces tiene subsidio del gobierno. La biblioteca municipal no tiene subsidio del gobierno.
Por lo tanto, la biblioteca universitaria es ptublica.

Utilicemos las siguientes proposiciones atémicas:

bmp biblioteca municipal es piiblica
ep biblioteca universitaria es piblica
ca biblioteca municipal tiene subsidio

La representacién de los proposicional de las premisas y la conclusion es:

bmp V ep
bmp — ca
—ca

ep.
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Al analizar la conclusién, se observa que todas las interpretaciones son verdaderas, por lo tanto es una
formula vélida. (tabla 3.6)

bmp | ep | ca | bmpV ugp | bmp — ca | —ca | (bmpVugp)A(bmp — ca) A
—ca — ep

SIS ESESIRSIESIES
SISIRSRSIESESIESIES
SIRSIESIRSIESIRSESIES
SISIRSIRSIESIESIESIES
<< <<= <= =
<= <= <= <=
<< << < <<=

Tabla 3.6: Tabla de verdad de (bmp V ugp) A (bmp — ca) A ~ca — ep

.:Actividad 3.1.

1. Determine cudles de los siguientes razonamientos corresponden a razonamientos validos 6 a
razonamientos no vélidos.

2. Determine si las siguientes expresiones proposicionales son razonamientos véalidos o no validos.

= (pA-(p—q) = g
= (A (p—q)

* (mg A (p— —q))
» (=g A=(p=q)) — —p
= ((pV—qg)A=q) = p

» (((pV=g) A-p) = q

—q
—-p

3. Determine si las siguientes premisas y la conclusion, son vélidas o no validas.

Si usted es disciplinado, tendréd reconocimiento
Si usted tiene reconocimiento, sera recompensado
Si usted es disciplinado, serd recompensado

Si no tuviera deudas estaria ahorrando dinero
Estoy ahorrando dinero
No tengo deudas

Reglas de Inferencia

Una inferencia permite determinar una situacién de acuerdo a un conjunto de premisas. Esas situaciones
surgen de un conjunto de proposiciones (premisas), a partir de las cuales se genera una proposicién
conocida como conclusién. Es decir, la conclusiéon debe estar contenida con base en las premisas
preestablecidas.
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valido

Premisas Conclusion .
Si | No

Los deportistas cumplen

P;. Los deportistas son .
con los compromisos

disciplinados
Ps. Los disciplinados
cumplen con los

compromisos

Los deportistas no
P;. Los deportistas no cumplen con los
son disciplinados compromisos

P;. Los disciplinados no
cumplen con los
compromisos

Los deportistas cumplen

P;. Los deportistas son .
con los compromisos

disciplinados

Ps. Los disciplinados no
cumplen con los
compromisos.

Si es disciplinado,

Py. Sino es disciplinado, serd feliz

tendra reconocimiento
P,. Si tiene
reconocimiento, seré feliz

Si es disciplinado,

P;. Si usted no es JP
serd feliz

disciplinado, no

tendra reconocimiento
P,. Si usted no tiene
reconocimiento, seré feliz
Si tuviera reconocimiento | No tengo reconocimiento
estaria contento, No estoy
contento

Tabla 3.7

Son diversos los mecanismos de inferencia que pueden ser usados para demostrar propiedades de las
formulas en el calculo proposicional, tales como el método de resolucion, los tableros seméanticos, las
tablas de verdad, las propias reglas de inferencias, entre otros. A través de las reglas de inferencia, es
posible establecer la validez de un argumento sin usar tablas de verdad.

Los tres elementos que fundamentan los razonamientos y permiten realizar las inferencias son:

= Premisas: hipdtesis que se plantean, supuestos bdsicos, proposiciones, féormulas, enunciados,
siempre considerados verdaderos.

= Conclusién: proposicién que se desea probar a partir de las premisas.

= Reglas de Inferencia: conjuntos de pasos que se utilizar para obtener otras conclusiones de acuerdo
a las premisas.

En las siguientes subsecciones se presentan reglas de inferencias comtinmente utilizadas en el calculo
proposicional. El esquema para mostrar como se aplican las reglas de inferencia parte de las
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premisas numeradas y posteriormente se presentan las reglas de inferencia aplicadas para llegar a
una determinada conclusion.

Modus Ponens

La regla de Modus Ponens (MP), es también conocida como método de afirmacién (afirmando-afirmo).
Esta regla establece que dado un condicional y el antecedente del condicional, se puede establecer el
consecuente del condicional. Si se tiene la premisa verdadera (p — ¢) y se asume que se cumple
la premisa p, entonces se puede concluir g. La regla de MP permite afirmar solo en el caso que el
antecedente se esté afirmando.

Partiendo del esquema planteado en la seccién anterior para aplicar reglas de inferencia, se tiene como
primera premisa (p — ¢) y como segunda premisa p, entonces se aplica la regla MP, y se obtiene q.

P—q P
P P
q MP

1
2
C

Este esquema puede ser aplicado a un conjunto de premisas que estén expresadas en lenguaje natural.
Por ejemplo si se tienen las premisas: Si z es un nimero es par, entonces x es divisible por 2. La regla
del MP se puede aplicar asi:

1 Six es un nimero par, entonces x es divisible por 2 P
2 x es un ndmero par P
C 1 es divisible por 2 MP 5

La regla del MP puede ser también aplicada a proposiciones compuestas, es decir, su uso no
estd limitado exclusivamente a proposiciones atémicas. Por ejemplo si se tienen las premisas: Si trabajo
y no gano ahorro dinero, entonces me desmotivo y me endeudo. Es el caso que trabajo y no ahorro
dinero.

1 Si trabajo y no gano ahorro dinero,entonces me desmotivo P
y me endeudo

2 Es el caso que trabajo y no ahorro dinero P

C Por lo tanto,me desmotivo y me endeudo MP 5

Formalizando el caso anterior, la representacién es la siguiente:
p : trabajo
q : ahorro
r : me desmotivo

s : me endeudo

1 (pA—q)— (rAs) P
2 (pA—q) P
C (rns) MP;

La regla del Modus Ponens se puede aplicar repetidas veces en un conjunto de premisas. Por ejemplo
se desea demostrar (p V q), considerando las premisas Py, P, P53, Py. Se aplica MP entre P, y Ps,
obteniéndose una primera conclusiéon C la cual es adicionada al conjunto y se enumera con la linea 4.
Se vuelve aplicar MP entre la premisa P; y C1, pudiendo demostrar (p V ¢) a partir de las premisas
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dadas. La aplicacién de MP se puede aplicar en un orden indistinto a las premisas. En el ejemplo la
P, nunca es usada para obtener alguna conclusion:

1 r—= (Ve P
2 (¢qVp) —r P
3 (qVvp) P
4 q P
C, 5 T MP2,3
C (p vV q) ]prl 4
.:Actividad 3.2.

1. Determinar la validez del argumento aplicando tablas de verdad.

Sl les ] Rea N1 Il It s [liea s eI IS IS E5

a1 lies| IS il o | It s liea| IS It e Bea ISt ] I

o] I e It e | Il e i1 s [ s | ISt les] Il e ] 2

| (pA—q) — (rAs) | (pA=q) = (rAs)A(rAs)) = (rAs) |

53] les| Reatieatieal o] e | BN IS IS ] IS IS IS IS

Tabla 3.8

2. Dada la siguiente premisa aplique Modus Ponens para obtener la conclusién

1 Si Alberto esta en su trabajo,entonces Alberto P
estd en la Universidad

2 Alberto estd en su oficina trabajando P

C M P

3. Dada las siguientes premisas, demostrar r si:

p—q P
q—r P
q P

1
2
3
4
C
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4. Dada la siguiente lista de premisas, demostrar ——r si:

p—q
—|q—)—|—\7’

aeRac BB

Tollendo Tollens

La regla del Tollendo Tollens (TT), es conocida como la regla del negando - niego. Es posible aplicarla
a expresiones condicionales, en la cual a partir de un condicional y la negaciéon del consecuente del
condicional, se puede concluir la negacién del antecedente del condicional. Es decir, si en un condicional
el consecuente esta negado, es posible negar el antecedente, debido a que si el consecuente no es
verdadero, su antecedente tampoco lo es.

Si en un conjunto de premias se tiene como la primera p — ¢, y como segunda premisa —¢, se
pueda aplicar TT, obteniéndose —p. Con esta estructura de la implicacién, solo se puede realizar una
afirmacion a partir del antecedente y la negacion solo a partir del consecuente.

1 p—ygq P
2 —q P
C -p TTh2

Por ejemplo, si se tiene la premisa: Si Alfonso es una persona mayor de edad, entonces tiene cédula de
ciudadania. Se puede aplicar TT asi:

1 Si Alfonso es una persona mayor de edad,entonces P
tiene cédula de ciudadania

2 Alfonso no tiene cédula de ciudadania P

C  Alfonso no es una persona mayor de edad 1T o

Por ejemplo, si se tienen la premisa: Si los sintomas de la enfermedad continian, entonces se debe
realizar el tratamiento. La regla de TT se aplica como se presenta a continuacion:

1 Si los sintomas de la enfermedad contintan,entonces la P
persona se debe realizar el tratamiento

2 La personas no se debe realizar el tratamiento P

C Por lo tanto,los sintomas de la enfermedad no continian TT o

La regla de Tollendo Tollens como en el caso de las reglas de inferencia se puede aplicar a una lista de
premisas. Por ejemplo, se desea demostrar p # 0, a partir de un conjunto de premisas. Inicialmente
se aplica MP entre las premisas 1 y 4, generandose la conclusiéon p = r. Luego se aplica MP ente 2
y 5, generandose la conclusiéon p = 1. Finalmente se aplica Tollendo Tollens entre las lineas 3 y 6,
obteniendo la conclusién (p # 0).
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1L (p=q—p=r p

2 (p=r)—> (=1 P

3 (p=0)—=(@#1) P

4 p=gq P
C,5 p=r MPy 4
C, 6 p= 1 MP2)5

C p#0 TTs6

.:Actividad 3.3.

1. De acuerdo a la siguiente expresién, formalicelas en logica proposicional y aplique la regla de
Tollendo Tollens.

= Si tiene problemas econdémicos, entonces no podra acceder al crédito hipotecario.
= Si trabaja en cantidad, no tendra tiempo para terminar el posgrado.

= Si la moto no prende, entonces tiene problemas eléctricos.

2. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar r.

P—q P
-q — ——r P

1
2
3
4
5
C

3. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar si es posible p = 1.

I (p=s)—=@p=w) P
2 (p=w)—=(p=0) P
3 (p=1)—=(@#0) P
4 p=s P
5
6
c

3.3.3 Doble negacion

La regla de la Doble Negacién (DN) establece que la doble negacién en una proposicién equivale a
la misma proposiciéon. Cuando se aplica esta regla de inferencia es posible pasar directamente de una
premisa a la conclusion. Los siguientes ejemplos muestran la doble negacion en expresiones de lenguaje
natural.

= Nadie sabe nada.
= No voy nunca a viajar en avion.
= No es verdad que la empresa no cuente con certificacion de calidad.

La regla de la DN puede adquirir dos formas, en el primer caso la conclusién se deriva de la negacién
de su negacioén, es decir la premisa se niega doblemente.
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1 ¢q P
C g DNl

Ejemplos de la aplicacién para la primera forma se muestra a continuacion:

1 Luis estudia para la certificacién P
C No sucede que Luis no estudia para la certificacion DNy
1 Es cierto que tengo efectivo para pagar P
C No es cierto que no tenga efectivo para pagar DNy

En la segunda forma, la proposicién doblemente negada, es equivalente a una proposiciéon afirmativa.
Por lo tanto ambas negaciones son eliminadas.

Ejemplos de aplicacién de estas formas se presentan a continuacion:

1 No es cierto que Felipe no pagé los impuestos P
C  Felipe pago los impuestos DN,
1 No ocurre que Juliana no es una buena programadora P
C  Juliana es una buena programadora DNy

Cuando se tiene un conjunto de premisas, es posible aplicar diferentes reglas de inferencia con el
propésito de demostrar una determinada conclusion. Por ejemplo, si se desea demostrar ——r, partiendo
de las premisas:

1 g—r P

2 q P
Cl, 3 q—r MPLQ

C -r DN3

En este caso se aplica MP entre las premisas 1 y 2, a partir de las cuales se obtiene una primera
conclusién r, posteriormente se aplica la doble negacién y se obtiene la conclusiéon ——r.

.:Actividad 3.4.
1. Aplique doble negacién a las siguientes proposiciones:

= No ocurre que Luz no sabe hacer traducciones.
= No es cierto que ella no tenga incentivos econémicos para viajar.

= Es verdad que el programa académico estd acreditado
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= No voy nunca a estudiar fisica.

2. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar si es posible =—p.

p—>—q P
~q—p P
p P

1
2
3
4
)
C

3. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar si es posible =—p.

Qlot i~ o o~

Regla de adjunciéon

La regla de Adjuncién (A), es una regla de inferencia en la cual se establece que si dos premisas son
verdaderas, su conjuncién también lo es. El orden en el cual aparecen las premisas en el razonamiento
es indiferente. La representacién béasica puede tomar dos formas:

O~

En el siguiente conjunto de premisas se muestra mediante la conjuncién, como se conserva la propiedad
de validez en la conclusién. (tabla 3.9)

Cuando se aplica la Adjuncién se obtiene una conclusiéon compuesta que también es verdadera. Es
decir, mediante esta regla llega a la conclusion directamente desde las premisas.

A continuacién se muestra otro ejemplo con la estructura planteada.
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Premisa 1 (P;)

Premisa 2 (Ps)

Adjuncién Ay, 5,

El plan de estudios
de la carrera.

La formacién de
los maestros es

El plan de estudios
de la carrera y la

pertinente. formacion de los
maestros es
pertinente
El promedio de La actitud del El promedio de
notas del estudiante no es la | notas del
estudiante es ideal. estudiante es
sobresaliente sobresaliente, sin

embargo, la actitud
del estudiante no
es la ideal.

Esta lloviendo

Es posible salir a
caminar

Estéa lloviendo,
pero es posible
salir a caminar.

El Decano tiene un
plan de gestién.

El Decano cuenta
con un regular
grupo de trabajo.

El Decano tiene un
buen plan de
gestion, no
obstante, cuenta
con un regular
grupo de trabajo

Tabla 3.9

1 Los Ingenieros tienen tarjeta profesional

2 La tarjeta profesional es indispensable para participar en
licitaciones

P
P

C Los ingenieros tienen tarjeta profesional y la tarjeta es

indispensable para participar en las licitaciones

Ao

La regla de Adjuncion también puede ser aplicada a un listado de premisas. Por ejemplo se desea
verfificar que (p A ¢) A (¢ Ar), es una conclusién valida a partir de las premisas de las lineas 1,2 y 3.

1 »p P
2 q P
2 r P
Ci,4 pAg Aqo
Cy, 5 qgnNT A2,3
C (@AgN(@AT) Aip

Por medio de la tablas de verdad se puede asumir que (pAq) A(gAT), es vélida a partir de las premisas
validas.

.:Actividad 3.5.
1. Dadas las siguientes premisas, aplicar entre ellas la regla de Adjuncion.

= Andres es Arquitecto de Software

= Las empresas de tecnologia contratan personal calificado.
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= El gobierno incentiva la formacién de las personas en certificaciones de calidad

= Kl pais necesita desarrolladores de software.
2. Demostrar =—(—p A (¢ Ar)) si se tienen las siguientes premisas. Se debe indicar el nombre de la
regla aplicada.
(pAr) P

Qe oo~

3. Demostrar =—=(==((-p A ¢) A (g A7) A s)) si se tienen las siguientes premisas. Se debe indicar el
nombre de la regla aplicada.

q P
T

Qlot i o o~

Conmutativa

La regla Conmutativa (C) establece que el orden en el cual aparecen las proposiciones en una conjuncién
o en una disyuncién, no altera las caracteristicas de la férmula proposicional. No sucede igual con la
implicacion, pues el alterar el orden las proposiciones modifica las propiedades de la formula.

Para la disyuncién, cambiar el orden de los premisas, permite pasar directamente a la conclusion.

1 pAnq P
C qnp C4

Por ejemplo, a la siguiente premisa (pV ¢V r) A (=p V 1), se le puede aplicar la regla conmutativa, y
en la conclusién aparece alterado el orden de las premisas.

1 (pvqeVvr)A(-pVvr) P
¢ (pVr)A(pVevr) G

Para la conjuncién, cambiar el orden de los premisas, permite pasar directamente a la conclusion.

1 pvqg P
C qvp 4
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Por ejemplo, a la siguiente premisa (p V ¢V —r) V (1) , se le puede aplicar la regla conmutativa, y en
la conclusién aparece alterado el orden de las premisas, conservando las propiedades de la conclusién.

1 (pvgv-r)Vv(r) P
C (ryVvpvgv-r) C

Igual sucede con el siguiente ejemplo al cual se le puede aplicar la regla conmutativa:

1 Alfredo es gerente de Tecnologia y practica deportes extremos P
C  Alfredo practica deportes extremos y es gerente de tecnologia

La regla Conmutativa también puede ser aplicada a un conjunto de premisas. Para el siguiente caso se
observa que en la linea 6 se obtiene la conclusion pV s. En linea 6 se observa que a la conclusion sV p,
se le puede aplicar la regla Conmutativa y se puede verificar p V s.

1 r——q P
2 g P
3 —(sVvp)—r P
Cl, 4 -r TTLQ
Csy, 5 ﬁﬁ(s \/p) TT3,4
C3,5 sVp DNs
C pvVs Cs

.:Actividad 3.6.

1. Dadas las siguientes premisas, aplique la regla conmutativa de manera que la conclusién sea
verdadera.

Premisa 1 (Py)

Premisa 2 (Ps)

Conmutativa

Cpl »P2

La carrera tiene
muchos kilémetros
de montana.

Los ciclistas se han
preparado durante
un mes.

El promedio de
notas del
estudiante es bajo

El estudiante tiene
malos fundamentos
en matematicas

Java es un lenguaje
de programacion

Son diversas las
plataformas para
java

La empresa de
tecnologia tiene
muchos ingenieros
de sistemas

La ingenieria de
sistemas se

estd expandiendo a
nivel mundial.

Tabla 3.10




108 Argumentos, reglas de inferencia y limites de la légica

2. Dadas las siguientes premisas, formalicelas y aplique entre otras la regla conmutativa.

1 9 es un nimero perfecto y 9 es un ntimero par P

C

3. Dadas las siguientes premisas, demuestre que sVp. Debe aplicar las reglas de inferencia necesarias.

1 z— —¢q P
2 g P
3 —(pvs)—azxz P
C

3.3.6 Tollendo Ponens

La regla de Tollendo Ponens (TP) establece que cuando una de las proposiciones de la disyuncién esta
negada, entonces la otra proposicion afirma a la otra proposicion, es decir, que cuando en la disyuncién
se niega una proposicién, la otra se asume como verdadera. Esta regla también es conocida como la
regla negando — afirmo.

Si uno de los miembros de una disyuncién es negado, el otro miembro queda automaticamente afirmado,
ya que uno de los términos de la eleccién ha sido descartado (Sanchéz, 2007).

1 pVgq P
2 —p P
C q TPLQ

Mediante la regla también se puede concluir:

1 pVgq P
2 —q P
C P TPLQ

En el siguiente conjunto de premisas se muestra como mediante la aplicacion de la regla de Tollendo
Ponens, la conclusién continua siendo verdadera. (tabla 3.11)
A continuacién se muestra otro ejemplo donde se aplica Tollendo Ponens bajo la estructura planteada.

1 6 es un nimero perfecto o 6 es multiplo de 4 P
2 6 no es un ntmero multiplo de 4 P
C 6 es un numero perfecto TP o

)

.:Actividad 3.7.
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Premisa 1 (P;)

Premisa 2 (Ps)

Conmutativa

TP,

P1,pP2

El estudiante hizo
la pasantia en
México o en Chile.

El estudiante no ha
estudiado en Chile.

Por lo tanto, el
estudiante hizo la
pasantia en
México.

El avién tiene la
cabina econémica o
ejecutiva

El avién no tiene
cabina ejecutiva

Por lo tanto, el
avion tiene la
cabina econémica.

Los proyectos de

investigacién son

en convenio o son
propios

Los proyectos de
investigacién no
son en convenio.

Los proyectos de
investigacién son
propios.

Al menos debe
pagar el crédito de

No paga el crédito
de vivienda.

Por lo tanto, paga
el crédito de

vivienda o el de libranza.
libranza.
Tabla 3.11
Premisa 1 (P;) Premisa 2 (P) Conmutativa
TPP] »P2

La persona declaro
renta o no cumplia
con los requisitos

La persona no
pago la renta.

El estudiante
conocia el lenguaje
de programacién o
tenia experiencia
profesional.

Los planes
turisticos estaban
baratos o el destino
era muy atractivo.

[ENEUCR N

P,
—

g
A
g

ESS

Tabla 3.12

2. Demostrar p < 4 si se tienen las siguientes premisas.

N

w
w

V(p=w)
— (w#4)

==

p
4

IN(w=4) >p<4

1. Dadas las siguientes premisas, aplicar entre ellas la regla de Tollendo Ponens.

aeRac BB
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Reglas de simplificacién
En esta seccién se presentan dos reglas de simplificacion, la primera esta asociada a la simplificacion
en la conjuncion y la segunda a la simplificacién en la disyuncion.

La regla Simplificacién I (SI), establece que de la conjuncién de dos proposiciones asumidas como
verdaderas, es posible concluir cada una de ellas. Si la premisa dada en la conjuncién es cierta, entonces
cada una de ellas se puede concluir como verdadera. Esto se puede validar desde la definicion misma
del operador de la conjuncién. La conclusién para esta regla puede tomar las siguientes dos formas:

1 pAnq P

C P Sl
O también se puede concluir:

1 pAq P

C q S1

En el siguiente conjunto de premisas se muestra como mediante la simplificacién se conserva la
propiedad de validez para la conclusién. (tabla 3.13)

| Premisa 1 (P) | Simplificacion (S1) |
El numero 10 es divisible por 5 El ntimero 10 es divisible por 5.
y por 2. O El numero 10 es divisible por
2.
El deportista aprobo el test El deportista aprobo el test
fisico y los exdmenes de fisico. O El deportista
laboratorio. aprobo los exdmenes de
laboratorio
La cédula de mi hermana es de La cédula de mi hermana es de
Armenia y la de mi hermano de | Armenia O La cédula de mi
Calarca hermano es de Calarca.
Tabla 3.13

Como se muestra en el ejemplo, de cada una de las premisas es posible obtener dos conclusiones, las
cuales son consideradas verdaderas de forma independiente.
Un ejemplo con la estructura de premisas y conclusién, se presenta a continuacion:

1 n estudiante con promedio de 4,5 es sobresaliente y tiene beca P
C  Un estudiante con promedio de 4,5 es sobresaliente S1

1 Un estudiante con promedio de 4,5 es sobresaliente y tiene beca P
C  Un estudiante como promedio de 4,5 tiene beca S1

La regla de Simplificacion I también puede ser aplicada a un listado de premisas. Por ejemplo se desea
verificar que (g A r), es una conclusion valida a partir de las premisas dadas.
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1 p P
2 q P
3 r P
4 (pAaq) P
Ol, 5 (q N T) A273
Co, 6 (A AN(gAT) Ass
¢ (gAr) SIs.6

La regla de Simplificacién IT (SII) establece que si una premisa es verdadera, la disyuncién con cualquier
otra premisa garantiza que esta continte siendo verdadera. Eso se puede verificar mediante la definicién
propia del operador booleano de disyuncion, el cual define que para que una proposicién sea verdadera,
basta con que solo una de las proposiciones sea verdadera.

La aplicacién de la regla de Simplificacién se puede representar de dos maneras diferentes:

1 p P
C pvgqg I1.5

O también se puede concluir

1 ¢ P
C pvgqg I1.5

A continuacién se muestra otro ejemplo con la estructura planteada.

1 6 es un namero perfecto P
C 6 es un numero perfecto 6 6 es divisible por 2 I1.5;

También se puede afirmar lo siguiente con base en la Simplificacion:

1 25 es divisible por 5 P
C 25 es divisible por 5 6 3 es un numero perfecto 1.5

Es posible aplicar la regla II de simplificacién a un grupo de premisas. Por ejemplo si se tiene la
proposicién verdadera (—r V ¢) y la proposicién falsa —r, la disyuncién entre ambas permite dar una
conclusion verdadera.

1 —-rvg P
1 - P
C (-rvqV-r II.S

La regla II de simplificacién se puede usar en una lista de premisas. Si se quiere demostrar ¢V s, a partir
de las premisas 1,2, y 3. Se puede observar que a ——q se le aplica la regla de la doble negacién quedando
solo ¢, y posteriormente se aplica la regla II de simplificacién con la cual se sigue garantizando que la
conclusién sigue siendo verdadera.
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1 —s—=[(sV=mg)A(sAq)] P

2 =(pAh) P

3 s—=(@Ah) P
Cl, 4 -S TT273
Ca, 5 (sV—=-q)A(sA—q) MP; 4
C3,6 sV-—q 1S5
C4, 7 -q TP4,6
C5, 8 q DN7

C qVs 115y

.:Actividad 3.8.

1. Dadas las siguientes premisas en lenguaje natural, aplicar la regla de simplificacién

Premisa 1 (P) | Simplificacién (S) |
Las personas mayores de edad
tienen cédula y pueden votar.
LAS TIC pueden ser usadas en
la educacion y en la formacion
del talento humano.

En clase ejecutiva se tiene
centro de entretenimiento y
bebidas ilimitadas.

Tabla 3.14

2. Demostrar s dadas las siguientes premisas.

1 =g —=[(mgV-s)A(gA-ms)] P
2 =(rAt) P
3 g—(rAt) P

3. Demostrar =—(p A q) q dadas las siguientes premisas.

L =lpAg) Ar] = (pAT) P
2 =(pvr) P
C

4. Dadas las siguientes premisas, formalicelas y aplique la regla de simplificacién.

5. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar (p A q) V gq.
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| Premisa 1 (P) | Simplificacién SII
El estudiante cancela el curso de
algoritmia o de matemaéticas. El
estudiante no cancela el curso
de algoritmia.

El estudiante no cancela el
curso de matematicas.

El estudiantes cancea el curso
de matematicas.

El estudiante cancela el curso de

algoritmia.
Tabla 3.15
1 —p—=[-pVaAlpAg] P
2 =(tAT) pP
3 p—=(tAT) r
C

3.3.8 Transitiva

La regla Transitiva (T) parte de dos proposiciones condicionales, a partir de la cual se genera otra
proposicién. Esa nueva proposicién es otro condicional el cual se compone del antecedente de la primera
proposicién y el consecuente, es el consecuente de la segunda expresion condicional. La regla transitiva
se presenta a continuaciéon:

1 p—ygq P
2 g—h P
C p—)h TLQ

La regla Transitiva se puede ejemplificar mediante las siguientes premisas: Si realizo la pasantia en
México entonces me alojaré en vivienda familiar; si me alojo en vivienda familiar ahorrare dinero; por
lo tanto si realizo la pasantia en México ahorraré dinero.

Formalizando el caso anterior, su representacién queda de la siguiente manera:

p: Realizo la pasantia en México.
q: Me alojaré en vivienda familiar.
r: Ahorraré dinero.

I p—ygq
2 q—r
C p—r Tlg

aeliae!

A continuacién se muestra otro ejemplo con la aplicacién de la regla Transitiva. La conclusién obtenida
a partir de las premisas sigue siendo vélida.
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1 Si4 es un numero par entonces el cuadrado de 4 es numero par P
2 Si el cuadrado de 4 es un nimero par entonces es divisible por 4 P
C Si 4 es un numero par entonces es divisible por 4 Th2

La regla Transitiva se puede usar en una lista de premisas. Si se quiere demostrar p — r, a partir de
las premisas 1,2, y 3, es posible aplicar las siguientes reglas:

1 (g—=r)Ap P
2 p—yq P
3 -r P
4 qgq—>r 15,
C p—r T274

.:Actividad 3.9.

1. Dadas las siguientes premisas aplique la regla transitiva garantizando que la conclusion sea
verdadera.

= Si apruebo las asignaturas del ciclo basico entonces puedo cursar las del ciclo profesional; si
curso las asignaturas del ciclo profesional podré presentar el trabajo de grado.

= Si Alberto no aprende inglés entonces no puede viajar; si Alberto no puede viajar pierde los
tiquetes aéreos.

= Si las personas tienen buena légica, entonces tendran éxito en los cursos de programacién;
si tienen éxito en los cursos de programacion, entonces podran realizar un buen trabajo de
grado.

2. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar —p.
(g—=7)Ap

P
pP—q P
P

-

3.3.9 Regla De Morgan

La regla de De Morgan (M) es utilizada para realizar transformacioén entre formulas proposicionales.
Esos cambios permiten transformar una formula cuyo aperador principal es una disyuncién a una
formula cuyo operador principal es una disyuncién, y viceversa. Cuando se pasa de una a otra, se
cambian los valores de afirmacién y negacién de los términos de la disyuncién/conjuncién asi como de
la propia operacién en conjunto (Cornejo, 2012). Para la regla de Morgan, se pueden aplicar dos reglas
particulares, las cuales se presentan a continuacion:
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Regla |

La regla I De Morgan establece negando una conjuncion se obtiene la disyuncién de las negaciones de
cada una de las proposiciones que esta contiene. La regla I se presenta a continuacion:

1 -(pAg P
C -pV-q M

Por ejemplo si se tiene la premisa: Es falso que, un menor tiene cédula y puede ejercer el derecho al
voto. Se encuentra que las expresiones: una persona tiene cédula y puede ejercer el derecho al voto,
son afirmativas, pero estan unidas por la conjuncién e influenciadas por la negacion.

Cuando se aplica la regla De Morgan, cada una de las proposiciones queda negadas, por lo tanto ambas
va no son afirmativas. El operador original de conjuncién se transforma a conjunciéon. Para el ejemplo
anterior entonces la expresion queda de la siguiente forma:

1 Es falso que, un menor tiene cédula y puede ejercer P
el derecho al voto

C Un menor no tiene cédula o no puede ejercer el My
derecho al voto

Al igual que en las anteriores reglas de inferencia, es posible aplicar la regla de De Morgan a un
conjunto de premisas. Por ejemplo, en el siguiente listado se puede observar que en la linea 9 se tiene
la expresion: =(p = 1 A g = 8), en donde se observa que es posible aplicar la regla de Morgan. La
conclusién continua siendo verdadera, pero ambas expresiones quedan negadas asi: p # 1V ¢ # 8.

1 p=1—q¢>5 P
2 —(¢g#8) P
3 p+5=T—>p=1 P
4 ¢g>5—>q#8 P
5 (p=1Aq=8)—-p+5=T7 P
Ci,6 p=1—q#38 Ti4
Co, 7 p#1 TTg2
Cs, 8 p—|—5§£7 TT377
C4, 9 ﬁ(pzl/\ng) TT578
C p#1Vq#38 My

Regla 11

La regla IT De Morgan establece que negando una disyuncién de proposiciones, se obtiene la negacién
de cada una de estas unidas por el operador de conjuncién. La regla II se presenta a continuacién.

1 -(pvg P
C ﬁp/\_‘q Ml
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Por ejemplo si se tiene la premisa: Es falso que, un menor tiene cédula o puede ejercer el derecho
al voto. Se tiene que las expresiones: un menor tiene cédula o puede ejercer el derecho al voto, son
afirmativas, estan unidas por una disyuncién y estdn negadas. Cuando se aplica la regla De Morgan,
para el ejemplo se puede observar que cada una de las proposiciones ya no es afirmativa, por lo tanto,
cada una de ellas queda negadas y son unidas por el operador de conjuncién. La conclusién queda
expresada de la siguiente manera:

1 Es falso que,un menor tiene cédula o puede ejercer P
el derecho al voto

C  Un menor de edadvoto no tiene cédula y no puede M;
ejercer el derecho al

Diferentes reglas de inferencia han sido a las premisas que se presentan en el ejemplo. Se observa que
en la linea 6, es posible aplicar la regla De Morgan a la conclusién —(s V p).

1 —q P
2 —(pAg) p
3 -llpAgVvo(svp)—q P
Ol, 4 ﬁ_‘[(p A q) \ _|(S \/p)] TT3_’1
Ca2,5 (pAq)V—(sVp) DNy
03, 6 —|(S \% p) TP275
C —-sA-p Mg

.:Actividad 3.10.

1. Dadas las siguientes premisas, formalicelas y aplique entre ellas la regla de Morgan I y II de
manera que la conclusion sea verdadera.

Es falso que, un leén es un animal carnivoro o herbivoro.
Es falso que, las redes sociales son nocivas o no estén reguladas adecuadamente.

No es cierto que, los duefios de los vehiculos no los revisen y no quieran someterlos a la
revision de calidad.

Es falso que, las instituciones no se quieran acreditar y que no se quieren someter al proceso
de verificacion.

Es falso que, un cuadrado tiene 5 lados y 5 dngulos internos

2. Dadas las siguientes premisas, formalicelas y aplique reglas de inferencia que permitan demostrar
que: p#£1Vq#9.

1 p=1—=¢>3 P
2 —(¢#9) p
3 p+3=7T—->p=1 P
4 ¢>3—-q#9 P
5 (p=1Aqg=9)—>p+3=7 P

Q
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Bicondicional

La regla Bicondicional (B) permite derivar de una expresién bicondicional, dos condicionales, cuyas
forma de representacion se presentan a continuacion.

a)

1 p&qg P
C p—q B

O también se puede expresar.

b)

1 p&qg P
C qg—=p B

La regla del bicondicional también establece que de una expresién bicondicional, se puede concluir los
condicionales con las formas (a) y (b), unidos por el operador de disyuncién, tal como se representa a
continuacion.

c)

Otra aplicacion de la regla del bicondicional permite que a partir de dos expresiones condicionales
independientes se pueda concluir un bicondicional.

d)
1 péeg P

qp P
C (peq) Bip

[\

O también se puede expresar

c)

1 qg&p P
P g P
C (p<q) Bz

[\

Por ejemplo si se tiene las siguientes dos premisas:
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1 Si Juan puede votar ,entonces tiene cédula de P

ciudadania

2 Si juan tiene cédula de ciuadadania,entonces puede P
votar

C  Juan tienen cédula de ciudadania si y solo si puede Bj 2
votar

Se puede observar que a partir de sus condicionales, es posible concluir el condicional de forma tal que
este sigue siendo verdadero. También se podria expresar asi:

1 Si Juan tiene cédula de ciudadania ,entonces puede P

votar

2 Si juan puede votar ,entonces tiene cédula de P
ciudadania

C  Juan puede votar si y solo si tiene cédula de B
ciudadania

A continuacion se presenta un listado de premisas al cual se le aplicaron diferentes reglas de inferencia.
En la linea 6 se puede observar que la regla del bicondicional se aplica a la primera de las premisas,
obteniendo se la conclusiéon s A ¢ — q.

1 ¢+ (sNq) P
2 =[=(sAq) V] P
C1,3 ——(sAg)A-T My

OQ, 4 —‘—|(S/\q) 153

03, 5 sNAq DN4

Cy,6 sANg—q B
C q PPs¢

.:Actividad 3.11.

1. Dadas las siguientes premisas, formalicelas y aplique diferentes reglas de inferencia incluyendo
necesariamente el bicondicional.

= El ntimero x es impar par si y solo si no es divisible por 2.
= Un nimero x es compuesto si y sélo si tiene mas de dos divisores.

= Un namero es divisible por 3 si y sélo si al sumar sus cifras el resultado es multiplo de 3.

2. Dadas las siguientes premisas, complete de acuerdo a la regla del bicondicional

1 Sixzx+4=8entoncesz =4
2 Siz=4entonces x+8 =28

aeliae!

C
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3. Dadas las siguientes premisas demuestre p A2 = y <> y = p , aplicando entre otras la regla
bicondicional.

1 Sip2=qgq—q=p
Sip=qg—q>p
Si(p=qg—=q>p)—=(g=p—p*=q)

B

3.3.11 Regla de dilema

La regla del Dilema (D) parte de tener tres proposiciones: dos proposiciones condicionales y una
proposicién con una disyuncién. La proposicién con la disyunciéon se compone de los antecedentes
de los condicionales. La proposiciéon que se obtiene de la regla del dilema es una disyunciéon que se
compone de los consecuentes de los condicionales. La regla del dilema se puede deducir de la siguiente
manera:

1 p—ygq P
2 s—h P
3 pVs P
C qVh Dipg

Por ejemplo si se tienen las siguientes premisas: Si Lorena aprueba el curso, entonces gana la beca. Si el
estudiante gana la beca, entonces representa a la universidad. A partir de los condicionales se obtiene la
disyuncién con los antecedentes quedando la premisa: Lorena aprueba el curso o la estudiante gana la
beca. A partir de la regla del Dilema, se obtiene la conclusién: La estudiante gana la beca o representa
a la Universidad.

Por ejemplo, si se tienen tres premisas, se puede obtener una nueva premisa aplicando la segunda regla
de simplificaciéon. De acuerdo a la configuraciéon que se tiene, es posible entonces aplicar la regla del
dilema a las premisas.

1 s—(sAt) r
2 q—p P
3 s P

Ci1,3 sVg 1155
C

pV (S A\ t) D17274

.:Actividad 3.12.

1. Aplique las reglas de inferencia necesarias a las siguientes premisas, para demostrar (s v q).
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1 p—=>-(svgq) P
2 h—q P
3 p—s P
4 h P
C

2. Dada la siguiente proposicion complete las premisas faltantes y su correspondiente conclusion.

Si un ndmero entero termina en dos entonces es par P

1
2
3
C

3. Dada la siguiente proposiciéon complete las premisas faltantes y su correspondiente conclusion.

1 Si un ntmero termina en cero entonces es divisible P
por 10

2 Si un nimero termina en cinco entonces es divisible P
por 5

w
o)

3.3.12 Simplificacion disyuntiva

La regla de Simplificacién Disyuntiva (SD) establece que de la disyuncién entre dos mismas
proposiciones, es posible simplificarla en una sola proposicion.

1 pvVvp P
C p

SD;

Por ejemplo si se tiene la premisa: Java es un lenguaje de programacién o Java es un lenguaje
de programacion, entonces se puede simplificar en una solo proposicién: : Java es un lenguaje de
programacion.

1 Java es un lenguaje de programacién o Java es un P
lenguaje de programacion
C Java es un lenguaje de programacion SD,

Por ejemplo en la siguiente lista de premisas se aplican diferentes reglas de inferencia. Se observa que
la premisa de la linea 6 tiene la estructura rVr, en este caso es posible aplicar la regla de simplificacién
disyuntiva, obteniendo como simplificacién la conclusién n.
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1 =(prng) P
2 —qg—r P
3 —p—or P
4 m— -r P
Cl, 5 —‘p\/—‘q M1
Cy,6 rvr D3)275
C T SDG

Otra definicién de simplificacién disyuntiva es la propuesta por (Flores, 2011) “Si disponemos de
dos premisas que corresponden a dos implicaciones con el mismo consecuente, y sus antecedentes se
corresponden con los dos miembros de una disyuncién, podemos concluir con el consecuente de ambas
implicaciones”. Por ejemplo si se tienen las premisas:

= El vuelo es por aerolinea nacional o extranjera.
= Si vuela por aerolinea nacional, entonces se acumulan millas a la cuenta del viajero
= Si viajas por aerolinea extranjera, entonces se acumulas millas a la cuenta del viajero.
= Entonces, acumulan millas a la cuenta del viajero.
Formalizando las anteriores expresiones, se tiene respectivamente:
" pVygq
D=7
nqg—=T
De lo cual se puede concluir r.
.:Actividad 3.13.

1. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar h

1 —(negpVv—q) P
2 p—(hAt) P
3 qg—(hAt) P

2. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar p.

1 p——q P
2 —q P
3 —(svp)—p P
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Condicional Contrarreciproca

La regla Condicional Contrareciproca (CC) establece que partir de una expresion condicional, es
posible concluir otra expresién la cual tiene como antecedente la negacion del consecuente del primer
condicional y como consecuente la negacién del antecedente del primer condicional.

a)

—_

p—q P
C —-q—-p CC

O también se puede expresar:

b)

—_

C p—ygq CC

O también se puede tener:

c)

—_

q—=p P
C -p—>—-q CC

Finalmente se puede también expresar.

d)

1 —-p——q P
C q—p ccy

De las representaciones a) y b) se puede deducir que: (p — ¢q) <> (-g — —p). De las expresiones ¢) y
d) se puede deducir que: (¢ = p) = (—p = —q).

Por ejemplo si se tiene la premisa: Si una persona paga los impuestos, entonces tendra beneficios
tributarios. Corresponde a la estructura:

a)

1 p—ygq P
C —-q—-p CC

Por lo tanto premisa como conclusién quedan de la siguiente manera:
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1 Si una persona paga los impuestos,entonces P
tendra beneficios tributarios

C Si una persona no tiene beneficios tributarios CCy
entonces no paga los impuestos

O también

1 Si una persona no tiene beneficios tributarios P
entonces no paga los impuestos

C Si una persona paga los impuestos,entonces CCy
tendra beneficios tributarios

En la siguiente lista de premisas se aplican reglas de inferencia. Se observa que en la premisa de la linea
6 tiene la estructura p — (p A q), se puede aplicar la regla de condicional contrarreciproca, obteniendo

como conclusién —(p A q) = —p.

1 p—ot P
2 t— s P
3 —s—=(pAq) P
4 —-—q P
Cl, 5 p— S Tl)g
Cy,6 p—(pAhg) Ts53
C —=(pNg)—-p CCs

.:Actividad 3.14.

1. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar —p V q.

1 p—ygq P
2 —q P
Ol, 3 -q — —‘p) COl
Ca, 4 —p PPy
C —-pVg

2. Aplique las reglas de inferencia a las siguientes premisas, para demostrar —(r A p) — —r.

1 r—t

\]

t

3 —s—(rAp)
P

— 1118

e BavBaviav
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4.1

cAPITULO 4

Légica cuantificada LC'

La imaginacién nos lleva a
descubrir o inventar nuevos
universos matemaéticos.

Newton da Costa - Légico
brasilefio
1929 —

Los aprendizajes que se espera el estudiante obtenga al finalizar este capitulo de la logica cuantifica o
de predicados son:

= Identificar los elementos fundamentales del célculo de predicados y cudl es su relacién con el
célculo proposicional.

= Entender y aplicar los conceptos: término, predicado.

= Representar los predicados y su lista de términos.

= Establecer equivalencias entre proposiciones que utilizan cuantificadores.

= Conocer y aplicar el concepto de argumento constante y argumento variable.
= Conocer las equivalencias logicas clasicas dentro del calculo de predicados.

= Conocer la deduccién natural de la légica cuantificada.

Introduccion

En este capitulo se analizardn los elementos fundamentales de la légica cuantificada (o de predicados),
la cual permite extender la capacidad expresiva y de aplicacién del calculo proposicional. La logica
cuantificada es una generalizacién de la logica proposicional, en la cual se introducen nuevos elementos
del lenguaje, los cuales permiten estudiar y detallar la estructura interna de los enunciados (propiedades
y las relaciones entre los objetos), es decir su estructura sintdctica y seméntica.

En la légica proposicional (LP) la formalizacién de las expresiones se puede realizar sin que existan
relaciones entre los objetos, sin embargo, existen situaciones en las cuales el calculo proposicional no
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es suficiente para representar todas las afirmaciones que se puedan expresar. Por ejemplo, si se tienen
expresiones como “y < y+z 7, “g =w X 2 7, no se puede afirmar si estas expresiones son verdaderas o
falsas. Solo cuando se asocien valores a cada una de las variables w, x, y, se podré establecer un valor
de verdad de verdad o falsedad a la expresion.

La logica cuantificada, es vista desde ahora como una ampliacion de la légica de enunciados que
cuenta un lenguaje formal més rico (mds expresivo) y con un conjunto de reglas que permiten validar
razonamientos expresados utilizando este lenguaje. La 16gica de enunciados (LP) debe entenderse a
partir de este momento, como un subconjunto de la légica de predicados.

La légica cuantificada permite simbolizar enunciados o razonamientos con los cuales se dificulta su
simbolizacién en LP, un ejemplo de estos casos son los siguientes:

Primera situacién. Simbolizar el siguiente argumento en LP. (Cardona, Herndndez & Jaramillo, 2010)

Todos los quindianos son caficultores.
Todos los empleados son quindianos.
Todos los empleados son caficultores.

1 Todos los quindianos son caficultores.
2 Todos los empleados son quindianos.
C Todos los empleados son caficultores.

Este razonamiento es véalido, veamos ahora que pasa con este razonamiento en LP.
Sea:

p : Todos los quindianos son caficultores.
q : Todos los empleados son quindianos.
r : Todos los empleados son caficultores.

La expresién proposicional es: (p A ¢) — r. En el caso de hacer verdaderas las premisas y falsa la
conclusién, la férmula resulta ser una férmula no véalida. Adicionalmente se puede ver que la validez
de esta inferencia depende tanto del valor de verdad de las proposiciones como de la relacion de los
componentes de la proposicién.

La otra situacién es poder simbolizar este tipo de enunciados “Todos los estudiantes de l6gica tienen
carro o no lo tienen ”.

Para poder simbolizar este enunciado en LP, se tendria que asignar una letra proposicional a cada
uno de los estudiantes del curso de logica, por ejemplo:

p : Andrés tiene carro.
q : Jorge tiene carro.
r : Valentina tiene carro.

Asumiendo que Andrés, Jorge y Valentina son estudiantes del curso de logica, el enunciado tomaria la
forma:
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(V- A@GV-gQ)ANTV-T)A---

Si las posibilidades se hacen infinitas, la conjuncién se hace infinita.

Retomando la inferencia:

1 Todos los quindianos son caficultores.
2 Todos los empleados son quindianos.
C  Todos los empleados son caficultores.

Se puede analizar la estructura interna de las proposiciones y se puede escribir de una forma general:

1 Todos los A son B
2 Todos los C son A
C  Todos los C son B

Los elementos A, By C', son objetos que se pueden elegir libremente. Con base en lo anterior, se hace
necesario identificar otras estructuras que permitan un andlisis mas exhaustivo de las relaciones de las
proposiciones atomicas, y es en este punto donde la légica cuantificada se puede aplicar.

Inicialmente, para el andlisis mas detallado de las proposiciones atémicas se analizardn algunos
conceptos preliminares.

4.2 Semantica en LC

Como se evidencié en la anterior seccién, es necesario que a cada una de las proposiciones atémicas,
se le concrete a que objetos reales se hace referencia.

4.2.1 Términos

El término es una expresion en la que se hace referencia a un objeto en particular dentro de una
proposicién. Los objetos pueden ser personas, cosas fisicas, conceptos. Por ejemplo si se tienen las
proposiciones:

= Mario no se divierte
= Andrés practica deporte
= El automévil es nuevo

= Felipe tiene el mejor promedio

Los términos para estas proposiciones son respectivamente: José, Maria, El carro, cinco y cuatro.

El término no siempre debe hacer referencia a un nombre en particular, también puede ser una frase
de la que se pueda identificar el objeto particular, por ejemplo:

= El primer mandatario de los paises bajos
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= La isla con mayor extensiéon
= El capitan del equipo
= El futbolista mejor pago

La siguiente es una propuesta de clasificacion de los términos, hecha por algunos autores como
Constantino Malagén Luque Profesor — Investigador Universidad Nebrija®

Términos singulares o constante: El objeto referenciado es alguien o algo especifico. También puede
interpretase como una palabra o frase que designe o se refiera a una cosa individual. Por ejemplo: los
nombres propios (Jorge, Andrés, etc) y las descripciones definidas (el inventor del computador, el
actual presidente de Colombia).

Términos generales o variables: El objeto referenciado es alguien o algo genérico, generalmente,
son términos utilizados para caracterizar una clase general de individuos que poseen una propiedad en
cuestion. Por ejemplo: Ingenieros, Pintores, programadores, etc.

Predicado

La légica de predicados utiliza dentro de sus conceptos mas importantes, el concepto de término el
cual ya se analiz6 en la anterior seccién y el concepto de predicado. El término representa objetos
particulares o especificos. Los predicados denotan o expresan las caracteristicas, cualidades o atributos
de los objetos.

En una descripcion mas general un predicado es una afirmaciéon que expresa una propiedad de un objeto
o una relacién entre objetos. Estas afirmaciones se hacen verdaderas o falsas cuando se reemplazan las

variables (objetos) por valores especificos. (Tomado de [Gonzédlez, 2013|)

Por ejemplo si se tiene la proposicion:

Mario Vargas es escritor

En la anterior proposicién se tiene que Mario Vargas es el sujeto de la misma, por lo tanto es un término
y escritor es el resto de la proposiciéon que dice algo del sujeto y por lo tanto este es el predicado.

Las siguientes expresiones atOmicas permitiran identificar tanto su término como su predicado:
(Cardona, Herndndez & Jaramillo, 2010)

| Proposiciéon Atémica | Término | Predicado |
; ; es un trabajador
Alvaro es un trabajador Alvaro
José es Ingeniero | José es Ingeniero
Electrénico Electrénico
Maria viaja Maria es viaja
El Presidente vive en | El presidente vive en Bogota
Bogota
El Real Madrid es | El Real Madrid | es campeén
campeon

IM4s informacién en http://www.nebrija.es/-cmalagon
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En el enunciado “El Real Madrid es campeén”, “Campeén” es el predicado y se simboliza Cr, donde
C representa el predicado “Campedén” y r denota el témino que en este caso es el Real Madrid.

Las siguientes definiciones son planteadas por Péez en [Péez, 2007]:

Funciones proposicionales

Una funcién proposicional es una expresién abierta de la forma Px, la cual se convierte en un enunciado,
cuando se le asigna un valor especifico a la variable z.

Por ejemplo, si se tiene C'x, seria una funcién proposicional, que indica que z tiene la propiedad C, y
si nos referimos al ejemplo anterior, indicaria que x es un campeén. Cuando x es remplazado por la
constante r, indica que Real Madrid es campedn.

Grado del predicado

Un predicado es de grado n, si utiliza n variables proposicionales. Tenga en cuenta que dichas variables
provienen de un conjunto no vacio al que llamamos Universo del discurso (UD). Por ejemplo, si decimos
Sz donde z es un sistema operativo, entonces el UD son unos cuantos elementos (Windows, Unix,
Linux, etc). Mientras que si Sz representa x es un sistema solar en la galaxia, el UD seria muy grande.

Si el predicado no tiene ninguna variable proposicional, entonces la expresién ya no pertenece a la
l6gica cuantificada sino a la de predicados. El grado de un predicado también se conoce como Aridad,
por ejemplo si un predicado tiene grado uno, se dice que es unaria o l-aria; si el predicado es de grado
dos se le conoce como binaria y asi sucesivamente.

Por ejemplo, si tenemos que Hzxy, donde H representa x es hermano de y, el grado de H es dos, debido
a que usa dos variables proposicionales, también diriamos que es un predicado binario. Mientras que
Cz representa x es un cantante, es de grado uno (unario).

Enunciados singulares

Solo contienen un término singular que denota un individuo, un predicado que le atribuye una propiedad
al individuo.

Si tenemos que Andrés es ingeniero, donde Andres es el término singular e ingeniero es el predicado.

Enunciados generales

Son enunciados que no se refieren a un individuo en particular, si no a todo aquel individuo que tenga
determinada propiedad.

En la frase: Todos los ingenieros de Sistemas saben programar. Se refiere al conjunto de los ingenieros,
no a uno en particular.

Nota: Por lo general, los enunciados generales son antecedidos por palabras como: todos, algunos,
alguien, cada, ninguno, términos llamados cuantificadores.

.:Actividad 4.1.

1. Dadas las siguientes proposiciones atéomicas, identifique los términos y los predicados. Ademsds,
determine si son predicados singulares o generales y el grado de cada proposicion.
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= El primer partido empez6 segin lo programado
= La temperatura sube constantemente

= Kl que entra ahora es el canciller

= Kl presentador habla rapidamente

= La multitud se dispersé lentamente

= El perro de Juan ladra toda la noche

= Andrés estd esperando desde ayer

4.2.7 Representacion de predicados — forma 1

Anteriormente se ha mencionado que los predicados hacen referencia a afirmaciones sobre los objetos
de acuerdo a una expresién. Dentro de esas expresiones se puede hacer referencia a una determinada
lista de objetos (lista de argumentos o términos) asociadas a una serie de caracteristicas o relaciones
entre estos objetos mencionados.

Por ejemplo si se tienen las siguientes expresiones:

Luis es Magister en Informatica
La lista de argumentos la compone un solo objeto que para este caso es Luis y su predicado es Magister
en Informatica.
Armenia y Pereira son capitales de departamento.

La lista de términos o argumentos se compone de Armenia y Pereira y el predicado es son capitales de
departamento.

En esta segunda forma de representacién, continuaremos teniendo en cuenta Unicamente los términos
constantes individuales. Para este caso, cada predicado tiene un nombre, el cual va seguido por una

lista de argumentos (pardmetros), los cuales van entre paréntesis.

Por ejemplo si se tienen las expresiones:

Mariana es una ejecutiva.
Entonces su representacion seria:

ejecutiva(Mariana)

Armenia es la capital del departamento del Quindio.
Entonces la representacion seria:
capitalDepartamento( Armenia,Quindio)
De la misma forma en la cual en el calculo proposicional las expresiones tienen un valor de verdad o

falso, pasa en el célculo de predicados, en el cual estos valores de verdad dependen de sus argumentos.
Un predicado puede ser cierto para un grupo de argumentos pero falso para otro conjunto. Por ejemplo
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si se tiene el predicado:
capital (Colombia, Bogotd)

Se puede afirmar que este tiene un valor verdadero, pero si se tiene el mismo predicado pero con otro
argumento, no necesarios son verdaderos como por ejemplo:

capital (Colombia, Barranquilla) 6 capital (Colombia, Medellin)

Los predicados también pueden ser utilizados para asignar una cualidad abstracta a sus términos, o
para representar acciones o relaciones de accién entre dos objetos?. Por ejemplo:

duerme (Micaela)

clima (martes, lluvioso)
quiere (Alberto, Liliana)
lee (Marcela, periédico)
visito (Gloria, cdrcel)

Al igual que en el capitulo de cédlculo proposicional donde se mencionaba que la validez de las
expresiones unicamente desde el punto de vista de su estructura, sin tener en cuenta el significado
semantico de tales expresiones, en el calculo de predicados se considera la validez de los predicados en

relacién con el contexto del mundo real, sin embargo, se sigue trabajando con su significado seméantico.
Estos predicados que se asumen como légicamente verdaderos se conocen como axiomas.

Representacion de predicados — forma 2

Existen otras formas de simbolizar los predicados, por ejemplo si se tiene la expresion atémica:

Barcelona es campedn.

Entonces C' es el predicado “es campedén” e i = Barcelona. Entonces Barcelona es campedn se puede
simbolizar:

Ci

A continuacién se muestran otros ejemplos en los cuales se representan mediante la anterior notacién:

| Proposicién Atémica | Representacién Predicado |
Maria es una enfermera Em
Federico es un socio del club Sf
Juan viaja rapidamente Vr

.:Actividad 4.2.

1. Dadas las siguientes expresiones, simbolizar de acuerdo a las formas de representacion de
predicados.

2http://exa.unne.edu.ar/informatica/programacion3/public_ntml /. Universidad Nacional del Nordeste
Argentina. Departamento de Informdtica. Curso Programacién III (Programacién Légica).
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| Proposicién Atémica | Representacién Predicado |

Mario es primo de Julidn
El dia miércoles el clima es seco
Rosario estd enamorada de Roberto
El perro tiene cola
Felipe lee la prensa
El perro de Juan ladra en la noche
Andrés duerme desde anoche
Mariana vive en Brasil

Argumentos variables y formulas atémicas

Cuando los argumentos de los predicados hacen referencia a un objeto especifico, estos se denominan
constantes, pero también es posible tener argumentos no identificables o determinados a los cuales se
les denominan argumentos variables.

Por ejemplo si se tiene la expresion: “7 es un ntimero primo”, se estd particularizando un elemento que
para este caso es el nimero 7, y se podria decir la expresion es verdadera o es falsa.

Pero si se tiene una expresion como “x es un ntmero perfecto”, se estd hablando de un argumento
variable, y no se puede afirmar si la expresion es verdadera o es falsa porque = no hace referencia a
un objeto particular. Si se sustituye x por algin valor, sera posible identificar el valor de verdad, por
ejemplo:

= 28 es un ndimero perfecto (verdadero) esnumeroperfecto(28)

= 33 es un nimero perfecto (falso) esnumeroperfecto(33)

También puede suceder un caso como el siguiente: moneda(espana,z), la variable z puede tomar el
valor euro, permitiendo afirmar que el predicado es verdadero; o puede tomar el valor peso, dando
lugar a un predicado falso.

MW, WL

Normalmente en el cdlculo de predicados se utilizan las letras “x”, “y”, “2” para representar argumentos
YW

variables. También se utiliza dentro de este calculo las letras “a”, “b”, “c” para representar argumentos
constantes.

Las formulas atémicas corresponden a predicados tnicos, asociados a una lista de términos o
argumentos. Este tipo de férmulas son expresiones que también dentro del calculo de predicados se
pueden combinar con los operadores 1égicos, tal como se hacia con las proposiciones, con el objetivo
de conformar expresiones mas complejas. Los operadores l6gicos son los mismos operadores utilizados
en el calculo proposicional.

En el caso de la expresién: Andrés y Bernardo son Odontologos, se tiene el operador légico y, entonces
mediante la primera forma de representacion se tendria:

Oa N Ob, donde O representa el predicado Odontdlogo y las constantes a y b representan a Andrés y
Bernardo respectivamente.

Si se tiene la expresién Alexandra y Beatriz no son Médicas, entonces se representas:

-Ma AN —-Mb
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Usando la segunda forma de representacion, por ejemplo si se tiene la expresion: Natalia es arquitecta
y Natalia tiene planos. Entonces se puede formar:

arquitecta(Natalia) A tienePlanos(Natalia)

Otros ejemplos en los cuales se forman expresiones compuestas son:

Légica y Algoritmia son asignaturas:

asignatura(légica) A asignatura(Algoritmia)

El edificio no es alto:

= alto(edificio)

Cada uno de los casos anteriores, muestra elementos contantes en su lista de argumentos, pero es de
recordar que no siempre se asocian elementos particulares. Para este caso se pueden tener expresiones
con argumentos variables tales como:

color(z) A precio(x)
colombiano(y) V chileno(y)
nota(z) — (z > 0.0) A (x < 5.0)
carro(z) A blanco(z)

De las anteriores expresiones, para poder particularizar, es posible sustituir un término especifico en
cada una de las ocurrencias de z, y y z. Lo cual podria representar la expresién por un objeto en
concreto de la siguiente forma respectivamente:

color(campero) A precio(campero)
colombiano(Didier) V chileno(Didier)
nota(parcial) — (parcial > 0.0) A (parcial< 5.0)
carro(mari) A blanco(z)

.:Actividad 4.3.
1. Dadas las siguientes expresiones, representarlas con argumentos variables y determine su validez.

= I N0 es un numero primo, pero es un numero perfecto
= y esta a una distancia de 250 kilémetros de x
= w viaja hacia el norte si y solo si y muestra la ruta

= si w es mayor que tres y tres es mayor que z, entonces w es mayor que z.

Tipos de cuantificadores

En las anteriores secciones, se trabajo con argumentos constantes y variables, de los cuales se
podria determinar o no su validez de acuerdo a un contexto especifico, esta situaciéon implica una
particularizacién de los objetos, es por ello que se hace necesario generalizar de forma que se pueda
afirmar cada cosa de un universo determinado.

Hasta ahora si tuviéramos expresiones como:
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= Todos los ninos del barrio

= Cualquiera de las personas puede responder

= Algunos animales son peligrosos

= Todos los paises tienen producto interno bruto
= Cada persona tiene una madre natural

= Ningiin camién paso la prueba mecanica

= Nadie tiene un lapicero de color rojo

= Para ningtn ejecutivo el tiempo es suficiente

No fuese posible expresarla con los elementos que se han explicado, pues cada una de ellas denota una
frecuencia con la cual es verdadera alguna cosa. Por lo anterior, se hace necesario incluir elementos
adicionales que permitan generalizar las expresiones. Inicialmente se analizard el cuantificador
Universal.

Cuantificador universal

También llamado cuantificador general, establece que cada objeto del universo del discurso tiene alguna
propiedad. Se simboliza con V

Ejemplo.

Todos los estudiantes de légica saben programar.

Cada ingeniero de Sistemas egresado de la Uniquindio tiene trabajo.

Cuantificador universal afirmativo
Se expresa como “todos los A son B”. Una forma equivalente a este enunciado es: para cada z, si z es
A, entonces x es B. La forma de simbolizar este tipo de enunciado es:

(Vz)(Az — Bzx)

Si se desea representar por ejemplo la expresion: “Todas las personas tienen una ilusion”. Para este
caso se identifica el predicado: “tienen una ilusion”, entonces Px significa que x tiene una ilusién. La
palabra “todas las personas” indica que esto se aplica para todos los x. Se formaliza:

(Vz)(Az — Pz)

Donde Az es z es persona. El predicado anterior también se puede escribir de la siguiente forma:

(Vz)(Az — Pz)

A continuacién, se muestra una seria de formalizaciones de expresiones en las cuales se aplica el
cuantificador universal afirmativo.

= Todos los Chilenos comen salmén y juegan futbol

(Vx)(Chileno(x) — comesalmon(x) A juega futbol(x))
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= Todos los Bogotanos son Colombianos, se puede representar: Para todo x, si x es Bogotano,
entonces x es colombiano

(Vx)(Bogotano(x) — Colombiano(x))

= Siempre que el equipo gana o empata, todos quedan felices.

(Vz)(feliz(z) — equipogana(z) V equipoempata(x))

También es necesario distinguir cuando al cuantificador universal es negativo, a continuacién, se
muestra esta situacion.

Cuantificador universal negativo

Se expresa como “ningun A es B”. Una forma equivalente a este enunciado es: para cada x, si = es A,
x no es B. La forma de simbolizar este tipo de enunciado es:

(Va)(Ax — —Bx)
Las frases que comtinmente se usan para denotar el cuantificador Universal negativo son:
= Para ningin x
= Ninguno
= No
= Nadie
= Nada

Si por ejemplo se desea representar la expresién: “ningin empleado publico es menor de edad”, En
este caso “ningin empleado publico” hace referencia a todo un universo de todos los empleados y el
predicado es “es menor de edad” y por lo tanto se usa para expresar una negacion.

La anterior expresion se puede modificar de la siguiente manera:

Para todo y, si y es empleado publico, entonces y no es menor de edad.

(Vz)(Ex — —Mzx)

También los argumentos pueden estar seguidos de los predicados sin necesidad de paréntesis. Pero para
efectos de este libro, utilizaremos los paréntesis.

A continuacién, se muestra una seria de formalizaciones de expresiones en las cuales se aplica el
cuantificador universal negativo.

= Para todo z, x no es empresario.

(Vz)(—empresario(z))

= Nadie gano el parcial de lenguaje de programacion.

(V) (mgano(z))
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= Para ningtn cantante es importante la fama o el dinero.

(Vz)(cantante(x) — (—gustafama(x) V gustadinero(z)))
.:Actividad 4.4.

1. Dadas las siguientes expresiones, representarlas con cuantificadores universales afirmativos o
negativos, segiin sea el caso:
= Nadie de la familia es profesional
= Todos en la academia han viajado tanto a Ecuador como a Panama
= Ninguno de los visitantes conocia el zoolégico.
= Nada es absolutamente caliente.
= Todas las cosas se componente de materia organica o inorganica.
= Todos los nifios juegan con Mirus
= Cualquiera de los estudiantes o puede realizar la pasantia o su trabajo de investigacion.

= Siempre que se viaja o se enferma o se pone de mal humor.

4.4.2 Cuantificador existencial

Este cuantificador establece que un tnico objeto o algunos objetos del universo del discurso, tienen
determinada propiedad (pero aclarando que no todos los objetos tiene la propiedad). Se simboliza 3.

Dentro de este cuantificador hay un caso especial, el cual se utiliza para indicar que un tinico objeto del
universo del discurso cumple cierta propiedad, es el cuantificador universal particular y se simboliza
3.

Algunas de las frases con la que se identifica generalmente este cuantificador son:

= Existe al menos un x Para algiin x Para algunos z Existe un x tal que Algunos  Cuando menos
un x

Ejemplo:

Alguien esta mintiendo.

O~

Algun profesor de matematicas es ingeniero.

Por ejemplo si se quiere representar la expresion: “Existe al menos un mexicano que escribe poemas y
es politico”, se puede formalizar de la siguiente manera:

(Fz)(Mezicano(x) — escribepoema(x) A politico(z))
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Cuantificador particular afirmativo
Se expresa como “algunos A son B” o “algin A es B”. Una forma equivalente a este enunciado es:
Existe por lo menos un z, tal que = es Ay x es B. La forma de simbolizar este tipo de enunciado es:

(3z)(Az A Bx)

Si se desea representar la expresion: “Algunos estudiantes son deportistas”, se podria reestructurar y
representar de la siguiente manera:

“Existe por lo menos un z tal que, x es universitario y x es deportista”.

(3z)(Universitario(x) A deportista(z))

Cuantificador particular negativo
Se expresa como “algin A no es B”. Una forma equivalente de escribir este enunciado es: existe por lo
menos un x, tal que x es A y z no es B. La forma de simbolizar este tipo de enunciado es:

(3z)(Az A —Bx)

Por ejemplo, la frase “Algin nimero primo no es impar”

(3z) (primo(z) A —~impar(x))

Otro ejemplo seria “Algunos profesores no tienen Doctorado” Se puede representar de la siguiente
manera:
“Existe por lo menos un x tal que, x es profesor y x no tiene Doctorado”.

(3x)(profesor(x) A ~doctorado(x))
.:Actividad 4.5.

1. Dadas las siguientes expresiones, representarlas con cuantificadores existenciales afirmativos o
negativos, segin sea el caso:
= Existe al menos un Ingeniero o un veterinario en la familia.
= Algunos pajaros cantan en la madrugada y de noche
= Para algunos campesinos el invierno no es un problema.
= Cuando menos un Espaifiol es hincha del Zaragoza.

= Algunos nifios juegan con el gato, a pesar de ser peligroso.

Equivalencias entre cuantificadores

En las anteriores secciones se mostré que las proposiciones que son cuantificadas (universales o
existenciales) pueden ser tanto afirmativas como negativas.

Los cuantificadores existencial y universal son complementarios, es decir, que uno se puede escribir
en términos del otro. Por ejemplo, si decimos: “Todos los ingenieros saben Java”, esta frase se puede
escribir de la forma “No existen ingenieros que no sepan java”. Veamos la siguiente tabla:

| Proposicién | Férmula equivalente |

(V) Px —(3z)-Px
(Vz)-Pzx —(dx) Pz
(3z) Px —(Vz)-Px
(Jz)-Pzx —(Vz)Px
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Por ejemplo si se tienen las expresiones:
= Todos son hombres equivale a decir es falso que algunos no sean hombres.
= Ninguno es hombre equivale a decir es falso que algunos sean hombres
= Algunos son hombres equivale a decir es falso que ninguno sea hombre

= Algunos nos son hombres equivale a decir es falso que todos sean hombres.

Existen otros tipos de equivalencias llamadas de oposicién aristotélica, a continuaciéon se muestran las
equivalencias.

| Proposicién | Férmula equivalente |
(Vz)(Pz — Qx) —(3z)(Pz A ~Qx)
(Vz)(Px — —Qx) =(3z)(Px A Qx)
(3x)(Pz A Qx) —(Vx)(Px — —Qx)
(Fz)(Px A -Qx) —(Vz)(Pz — Qx)

Si se quiere verificar la validez de la equivalencia entre:
(Vz)(Pz — Qx) y (3z)(Pz A —Qx)
Se pueden aplicar los siguientes pasos:
1. (Vz)(Pz — Q)
2. =(Fz)~(Pz — Q)
3. =(Fz)~(=Pz Vv Qx)
4. =(3z)(Pz A —Qx)

Ambas férmulas entonces son légicamente equivalentes y conservan su propiedad de validez.

Otras equivalencias légicas que se usan en el calculo de predicados son las siguientes:

| Proposicién | Férmula equivalente |
()~ (Px) (V) ~=(Px)

(Vz)=(Pz A Q) (Vz)(=Pz V -Qx)

(Vz)=(Pz V Q) (Vz)(=Pz A =Qx)

.:Actividad 4.6.

1. Exprese las siguientes expresiones en lenguaje natural, de forma que se apliquen las equivalencias
explicadas en esta seccion.

= Ninguno es egresado de odontologia
= Todos son profesionales

= Algunos tienen cédula de ciudadania

2. Verifique que las siguientes proposiciones son equivalentes:

v (Vz)(Pz — —Qz) < —(3z)(Pz A Qx)
v (3z)(Pz A Qz) & —~(Vz)(Pr — —Qx)




4.4.4

44.4.1

4.5

4.5 Sintaxis de la logica de predicados LPRED 139

Alcance del cuantificador

Con los ejemplos que hemos visto, es posible definir inicialmente el alcance de los cuantificadores. Si
alguno de los cuantificadores no va seguido de un paréntesis entonces su alcance llega hasta la primera
letra que se encuentra a la derecha del predicado, por ejemplo:

s (Jz)Px

s (Vo)Pzx — Qx < Sx

s (3z)PxV Sz
En las tres situaciones anteriores, el alcance solo llega hasta pzx.
Si el cuantificador antecede los paréntesis, su alcance abarca a toda la expresion que se encuentra entre
los paréntesis, por ejemplo:

s (V2)(Qx + Sx)

s (Jz)(Px — Qx + Sx)

Variables libres y ligadas

Las variables que estan bajo el alcance de algin cuantificador, se les denomina ligadas y en caso
contrario se les denomina libres.

Por ejemplo son variables libres:

s Pz
s Pr < Qxr < Sx

» QrV Sz

Son variables ligadas:

= (Va)(Fy)(Qr + Sy)

= (y)(Vz)(Py — Qz + Sx)

Sintaxis de la légica de predicados LPRED

En las secciones anteriores ya se han revisado como se representan los predicados, cuales son sus
posibles valores de verdad, los operadores l6gicos que se pueden aplicar en este contexto y céomo se
relacionan los predicados. Es por ello, que en las siguientes secciones formalizaremos un alfabeto y la
sintaxis de esta extension de la logica.

La légica cuantificada cuenta con su propio lenguaje formal, sélo que el alfabeto ahora es una extensién
del alfabeto definido en LP.
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Alfabeto de LC

Letras proposicionales: Son las mismas de LP
p,q, Ty St u, v, w, T, Y, 2

P1, P2, -+, Pn

q1, 42 - -+ 4n

Predicados:. Letras mayusculas del alfabeto (opcionalmente con super indice para indicar el grado
del predicado).

A, B, C,...

Términos
Variables: denotadas por las tltimas letras del alfabeto z, y, z. Permiten representar cosas, elementos
o individuos que no estan definidos.

Constantes: Se denotan por las primeras letras del alfabeto a, b, ¢, .... Estas permiten representar
cosas, elementos o individuos que estan claramente definidos.

Operadores légicos.
Unarios: —,V,d
Binarios: A,V, = y <

Simbolos de asociacion.

()

Numerales
Se utilizan para indicar, de manera opcional el grado del predicado.

Valores de verdad.
() =V yo()=F

Forma atémica en LC.

Es toda expresién de LC' que sea o una letra proposicional, o un predicado de LC de grado n, seguido
de n términos individuales de LC.

Reglas de Formacién en LC

Toda férmula de LC, es una férmula bien formada (fbf) si sélo si puede obtenerse por medio de las
siguientes reglas de formacién:

1. Fi: Todas las formas atémicas de LC son fbfs.
2. Fy: Siaves fbf en LC, entonces —(a) es fbf.
3. F5: Siay fson fbfs en LC, entonces (a)¥%(3) es fbf.

4. Fy: Si a es fbf en la que la variable x ocurre al menos una vez, y en la que no hay ningin
cuantificador que utilice esa variable, entonces (Vz)a y (3z)a son fbfs.
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Definicion de operador légico y subformula
1. Si a es una férmula atémica de LC|, no contiene ningtn operador légico y « es la tinica subférmula.

2. Si a es una férmula de LC de la forma —(a’), entonces la negacién es el operador légico principal
de a y o es la subféormula inmediata de o .

3. Si a es una formula de LC de la forma de la forma o %o, el operador légico % es el operador
l6gico principal de a. o' y " son las subférmulas inmediatas de .

4. Si a es una férmula de LC de la forma (Vx)a o (3z)a’, entonces el cuantificador que ocurre
antes o, es el operador légico principal de a. a es la subférmula inmediata de a.

Deduccion en LC

Para verificar la validez de los argumentos en la logica cuantificada, se mantienen las reglas de inferencia
vistas en La légica proposicional y se agregan cuatro nuevas reglas.

Instancia de sustitucion

Sea a una férmula de LC de la forma (Vz)a' o (3z)a’. Sea x una variable y a una constante. Una
instancia de sustitucién de o denotada a(a/x), es la férmula que resulta de eliminar el cuantificador y
remplazar todas las instancias de = por la constante a.

Espansién semantica del cuantificador universal Es la conjuncién de todas sus instancias de sustitucién.

alar/x) Nalaz/) A+ Aalan/x)

Espansién semantica del cuantificador existencial. Es la disyuncién de todas sus instancias de
sustitucién.

alar/x) Valaz/z) V-V alan/x)

A continuaciéon se daran las cuatro reglas de inferencia adicionales, las cuales operan sobre los
cuantificadores.

Eliminacion del cuantificador universal (EY)

Cuando una férmula esta cuantificada universalmente, la variable cuantificada puede ser sustituida
por cualquier término o instancia de sustitucién (que este en el universo del discurso) y se elimina el
cuantificador.

1. (Vz)Pzr P
C Pa EVi(a/x)

Por ejemplo:

Todos los estudiantes de l6gica saben programar.
Juan es estudiante de logica.
Juan sabe programar.

Para simbolizar el argumento en LC se tiene que la guia de simbolizacién es:
UD : Estudiantes.

Lz : x es estudiante de logica.

Pz : x sabe programar
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Asi, utilizando la regla se tiene:

1. (Vz)(Lz — Px) P

2. Lj P
C,3 Lj— Pj EV: (j/z)
C Pj M Py,

Introduccién del cuantificador universal (V)
Cuando se dispone de una férmula que contiene una variable libre, esta variable puede ser cuantificada.

1.
C (Vz)Px IV,

Condiciones para usar esta regla.

i. La variable x debe ser arbitraria, esto quiere decir que cuando se ha deducido Px, donde esta x
podria haberse puesto cualquier otro término.

ii. No aparece en el encabezamiento (hip6tesis) de la subdeducién donde la regla se aplica.

iii. La introduccién del cuantificador universal no debe provocar capturas involuntarias de variables
libres, esto quiere decir que la variable x, no aparece en la férmula.
Por ejemplo, si tenemos la siguinte situacion:

Todo el mundo es amigo de todo el mundo, por lo tanto todo el mundo es amigo de si mismo.
La guia de simbolizacién para la formalizacién del argumento es la siguiente:

UD : Personas.
Azxy : x es amigo de y.

Se tendria que:

1. (Vz)(Vy)Azy P

C,2. (Vy)Aby EV: (b/x)
C3. Abc EVa (¢/y)
C (V2)Azz IV

Eliminicacién del cuantificador existencial (E3)

Cuando una férmula esta cuantificada existencialmente, la variable cuantificada puede ser sustituida
por una constante nueva y el cuantificador puede ser eliminado.

1. (Bx)Pz P
C Pa Edi(a/x)

Para poder utilizar esta regla se debe tener en cuenta:

i. Que la constante no ocurra en una deduccién que no haya sido desechada.

ii. la constante no ocurre en la férmula que se desea cuantificar.
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Veamos el siguiente ejemplo:

Derive Ac A Be de (3z)(Bx A Ax)

1. (3z)(Bx AN Az) P

C,2. BcA Ac E3i(¢/x)
CJ3. Ac Sa

C,4. Bc Sg

C Ac N\ Be A34

Introduccion del cuantificador existencial (13)

Las constantes de una férmula pueden sustituirse por una variable cuantificada existencialmente.

Ejemplo.

Q-

(3z)Px

I

Derive (3z)(Rz A Mz) de (Vx)(Az — Rz), (Vz)(Bx — Mz) y Aa A Ba.

1. (Vz)(Az — Rz) P

2. (Vz)(Bx — Mz) P

3. Aa A Ba. P

C4. Aa— Ra EV: (a/x)
C5. Ba— Ma EVs (a/x)
C,6 Aa Sg

C,7 Ra MP46
C,8 Ba 53

C,g Ma MP58
C,10 RaANMa Arg

C (F2)(RzAMz) 1350

Veamos estos otros ejemplos, donde se aplican varias de las reglas anteriores:

Deducir (Vy)(3z)Bzy de (3x)(Vy)Bxy

1. (3z)(Vy)Bxy P

C,2. (Vy)Bay E3; (a/x)
C,3. Bac EV; (¢/y)
C,4. (3z)Bzc I35

C (Vy)(3x)Bry 1V4

Veamos este otro ejemplo:
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1. (Vz)(Pz — (Qz V Rx)) P
2. (Vz)-Qx P
3. (Vz)Px P
C4. Pa EVs (a/x)
C,5. Pa— (QaV Ra) EV: (a/x)
C6. QaV Ra PPy
C,7 —Qa EVs (a/x)
0,8. Ra TP67
C9. (Vz)Rx Vs
C. (Vz)Px — (Vz)Rzx Condicional

Ahora, deduzcamos (3z) Bz del conjunto de premisas {(Va)(Ax — Bx), Ab}

1. (Vz)(Az — Bz) P

2. Ab P

C3 Ab— Bb EVy (a/x)
C4 Bb PPy

C (3z)Bx 13,

Finalmente, (Va)Bz A (Vx)Tz deducir (Vz)(Bx A Tx)

.:Actividad 4.7.

1. (Vz)Bx A (Vz)Tx P

C,2. (Vz)Bx Sy

C3. (Vo)Tz S

CA. Ba EVs (a/x)
Cbh. Ta EV3 (a/x)
C6. BaATa Ays

C (Vz)(Bx A Tx) IV

1. Traducir los siguientes argumentos a LC' y comprobar su validez utilizando reglas de inferencia

= Si todos los cddigos son correctos, todos los ejecutalbes funcionan bien. Sin embargo hay un
ejecutable que no funciona bien. por lo tanto no todos los cédigos estan correctos.

= Los estudiantes de logica saben programar, Santiago es estudiante de légica. Luego Santiago

sabe programar.

= Todos los ntimeros positivos son mayores que cero. 3 es un nimero positivo. 7 es un niimero

positivo. Por consiguiente 3 y 7 son niimeros mayores que cero.

= Todos los politicos incumplen alguna promesa. Hay politicos que incumplen todas las
promesas. Pero si un politico es votado, entonces cumple alguna promesa. Por lo tanto
hay politicos que no son votados.

2. Verifique que:

s (Vx)(Az A Sz) se deduce de (Vz)(Pz — Sz) y (Vy)(Py A Ay)

s Con (Vz)(Az — Bx) y (Vz)(Tz — Ax) deducir (Vy)(Ty — By)
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L v [0 ]
(Vz)Az | Aa
—(dx)Ax | —Aa

Tabla 4.1: Reglas v para cuantificadores universales

[ [ ]
(Fx)Ax Aa
—(Vz)Az | -Aa

Tabla 4.2: Reglas § para cuantificadores existenciales

Método del Tableaux

Como se mencion6 en la seccién 2.9 el método de los tableros semanticos se fundamenta en un
procedimiento de decision, el cual realiza una busqueda de contraejemplos para determinar si una
formula bien formada es satisfacible para un conjunto de literales de la formula. Para el calculo de
predicados se incorporan dos reglas para los cuantificadores universales y existenciales. Estas dos reglas
son retomadas de (Ben-Ari, 2012), las reglas se denominan gamma () y delta (9).

Si una hoja contiene un par complementario de literales, el arbol se etiqueta. Por otro lado, si
no contiene un par complementario, se aplican las formulas alfa o beta descritas. Si la formula
estd cuantificada se aplica las formulas gamma o beta de acuerdo al cuantificador principal.

Con los elementos conceptuales de este capitulo, se considera que es posible que el estudiante pueda
trabajar con los temas fundamentales de la programacion logica.
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CAPITULO b

Programacion logica en Prolog

Regla del noventa-noventa:

El primer 90 % del cédigo
corresponde al primer 90 % del
tiempo de desarrollo. El 10 %
restante corresponde al otro 90 %
del desarrollo.

Tom Cargill - Laboratorios Bell.

Al finalizar el estudio de éste capitulo el estudiante estard en condiciones de:

= Entender los principios teéricos en los cuales se fundamenta la programacién légica.

= Comprender y aplicar los elementos sintacticos fundamentales de la programaciéon logica:
secciones, hechos y reglas, con aplicaciéon al lenguaje de programaciéon Prolog.

= Aplicar el principio de unificacién en el lenguaje de programacién Prolog.

= Solucionar problemas mediante la recursividad, aplicando los principios de la programacién
logica.

= Especificar un sistema experto mediante sus elementos sintacticos fundamentales.

Introduccion

Tradicionalmente la formacion de los estudiantes en Ingenieria de Sistemas y profesiones afines, se
orienta hacia el aprendizaje de lenguajes de programacion de caracter comercial. Estos lenguajes de
programacion trabajan bajo una concepcion orientada a aspectos procedimentales e imperativos, los
cuales estan direccionados a “como” obtener resultados mediante un conjunto de sentencias dadas
como ordenes. Sin embargo, existen otros paradigmas de programacién como el logico y el declarativo,
que tienen una amplia aceptacién en el contexto académico.

Prolog es un lenguaje de programaciéon que trabaja bajo la concepciéon del paradigma declarativo.
Su nombre tiene origen en la oracién en Francés “PROgrammation en LOGique”. Este lenguaje de
programacion fue concebido por los investigadores Alain Colmerauer y Philippe Roussel, en la década
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de los 70 en los laboratorios de la Universidad del Marseilles, Francia.

Ellenguaje de programacion Porolog es muy utilizado en el area de la inteligencia artificial, sin embargo,
dado su potencial se aplica a nivel académico en el contexto de los sistemas basados en conocimiento y
en general de la algoritmia. Este lenguaje trabaja bajo el paradigma declarativo en el cual se especifica
que se desea obtener y no cémo llegar a la solucién, es decir, el lenguaje define la manera en la cual
solucionara el problema. Formalmente, Prolog va buscando en la memoria de trabajo, hechos que se
unifiquen con el objetivo (Cubero & Berzal, 2014).

Se esté capitulo se muestra la relacién existente entre el calculo de predicados y el lenguaje de
programacion Prolog. Se retoma para el ello el concepto de predicado, proposicion y expresion, los
cuales a partir de la aplicacién de un conjunto de reglas buscan llegar a la solucién de un problema.

Primeros pasos en Prolog

Prolog se ha convertido en el lenguaje ideal para los desarrolladores de inteligencia artificial, asi como
para los muchos otros propositos dentro de las ciencias de la computaciéon. Por lo anterior, es importante
tener a disposicién una version gratuita de este lenguaje para cualquier tipo de plataforma (Windows,
Linux y Mac)!. En nuestro caso, hemos optado por la version SWI-Prolog, la cual, se ofrece en forma
gratuita en la direccion:

http://www.swi-prolog.org

Para otras plataformas como Androit en Tables o dispositivos méviles, es recomendable usar la versién
online, la cual, puede ser encontrada en la direccién:

http://swish.swi-prolog.org/

En las tres plataformas, la forma de la instalacion es muy simple. En Windows, se descarga el archivo
swipl-w32-721.eze y se instala siguiendo las recomendaciones del programa instalador. (ver figura 5.1)

File Edit Settings Run Debug Help
Uelcome to SWI-Prolog (Hulti-threaded. 64 bhits., Version 7.2.1) -
Copyright (c) 1990-2015 University of Ansterdam, VU Amsterdam

SWI-Prolog comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY. This is free software.

and you are welcome to redistribute it under certain conditions

Plea=ze wisit http: - ywy =s=wi-prolog.org for details

For help, use ?— helpi{Topic). or ?- apropos(Word)
1 7=

Figura 5.1: Prolog en Ms-Windows

De igual manera para Mac, el archivo se llama SWI-Prolog-7.2.1.dmg, €l cual contiene a Prolog, este
a su vez debe ser copiado a la carpeta Aplicaciones. (ver figura 5.2)

1Windows es una marca registrada por Microsoft Corporation. Mac-OS es un amarca registrada por Apple Inc.
GNU/Linux es un software bajo distribucién de licencia GNU.
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o008

Welcome to SWI-Prolog (Multi-threaded, 64 bits, Version 7.2.1)
Copyright (c) 1990-2015 University of Amsterdam, VU Amsterdam
SWI-Prolog comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY. This is free scftware,
and you are welcome to redistribute it under certain conditicns.
Please visit http://www.swi-prolog.org for details.

For help, use ?- help(Topic). or ?- apropos(Word).
13-

Figura 5.2: Prolog en Mac-OS

Para Linux, se debe tener en cuenta la distribucién:

Para Debian y Ubuntu (y sus derivados) se escribe en una terminal lo siguiente:

sudo apt-add-repository ppa:swi-prolog/stable
sudo apt—-get update
sudo apt-get install swi-prolog

o0 o o°

Una vez terminada la instalacién, se abre una terminal y escribimos prolog, luego se da enter. En la
misma terminal aparecera el Prolog cargado y listo para funcionar: (ver figura 5.3)

O mario@mario-PC: ~

mario@mario-PC:~% prolog

Welcome to SWI-Prolog (Multi-threaded, 64 bits, Version 7.2.1)
Copyright (c) 1998-2015 University of Amsterdam, VU Amsterdam
SWI-Prolog comes with ABSOLUTELY NO WARRANTY. This is free software,
and you are welcome to redistribute it under certain conditions.
Please visit http://www.swi-prolog.org for details.

For help, use ?- help(Topic). or ?- apropos(Word).

N |

Figura 5.3: Prolog en Linux-Ubuntu

Para Instalarlo en los derivados de Redhat como Fedora y CentOS, se debe tener en cuenta las
instrucciones de compilacién, que se muestran en la pagina de Swi-Prolog:

http://www.swi-prolog.org/build/Redhat.html
Para OpenSuse y sus derivados, se aconseja seguir las instrucciones de la pagina web:

https://build.opensuse.org/package/show?package=swipl&project=openSUSE$3A11.4
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Fundamentos de Prolog

El lenguaje de programacién Prolog usa Légica de Predicados de Primer Orden (restringida a cldusulas
de Horn) para representar datos y conocimiento, utiliza encadenamiento hacia atrds y una estrategia
de control retroactiva sin informacién heuristica (backtracking) (Cubero & Berzal, 2014). Una cldusula
de Horn, es una disyuncién de literales en la cual existe a lo sumo un literal positivo, es decir, un literal
que no estd negado.

Prolog soporta el uso de caracteres alfanuméricos (letras y ntimeros). También permite el uso de
caracteres con los cuales se denotan los operadores aritméticos ( - , /, *, +), los caracteres relacionales
(<,>,=) y caracteres 16gicos como &. Prolog tiene un conjunto de palabras clave que restringen el uso
de los predicados y las constantes. Estas palabras clave se pueden encontrar en la documentacion del
sitio web http://www.swi-prolog.orgq.

Las variables en Prolog son cadenas de caracteres que deben estar inicializadas en letra maytscula. Las
variables deben comenzar por maytuscula. Si un identificador comienza por mintsculas se toma como
una constante de tipo symbol, la cual tiene una funcionalidad similar a la de una cadena. Por ejemplo:
Cuenta es una variable, pero cuenta se considera como una constante de tipo symbol. Por lo general
Prolog no diferencia entre maytsculas y mintsculas. Por ejemplo: hermana, Hermana y HERMANA
representan el mismo predicado.

Los comentarios en Prolog son considerados como el texto que se encuentre delimitado por los simbolos
de apertura (/*) y por los de cierre ( */.) por ejemplo:

/+ Esta es una operacidén de comparacidén entre las edades =/
Los comentarios de linea son aquellos que aparecen después del signo de porcentaje (%). Por ejemplo:

papa ('’Alvaro’’, '’Jose’’) . % Alvaro es papa de Jose.

Metodologia basica

La metodologia del lenguaje Prolog, se basa en dos cosas:

1. La Base de datos de conocimiento: Esta base de datos, es s6lo una lista de hechos y relaciones,
las cuales “guardan” por asi decirlo, todos los hechos y relaciones entre los objetos almacenados.

2. Las consultas: Una vez creada la base de datos del conocimiento, se le hacen las preguntas
pertinentes a Prolog. Este tratard de hacer las inferencias necesarias con los datos que tiene y
retornara una respuesta.

Por ejemplo: la siguiente es una base de datos:

Programa 5.1: Ejemplo en Prolog

animal (perro) .
animal (gato) .
animal (oso) .
animal (leon) .

animal (gnu) .
animal (oveja) .
animal (gallina) .

© W N e U A W N e

o
=}

come (perro, gallina).
come (gato,gallina) .

[
[
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12 come (0so,oveja) .
13 come (leon, oveja).
14 come (leon, perro) .
15 come (oso, leon).

Como se puede apreciar, se tiene se implementan dos predicados:

1. animal (x): Este predicado, sélo dice que x es un animal. En este caso tenemos siete animales,
perro, gato, 0so, ledn, Nu, oveja y gallina.

2. come (x,y) Este predicado, relaciona que el animal z se come al animal y. Entonces, tenemos
que el perro se come la gallina, el gato a la gallina, el oso a la oveja, el leén a la oveja, el ledn al
perro y el oso al leén.

Una vez compilado el ejemplo, se puede empezar a realizar la preguntas a Prolog.

?— animal (X) .
X = perro

En este caso, Prolog, Asigna a la variable X el valor del primer animal almacenado en la base de datos.
También podemos preguntar por un animal en especifico, por ejemplo:

?— animal (leon) .
true.

En este caso, se indago si el Ledn es una animal, a lo que Prolog contesta con true, lo que indica que
Ledn si es un animal descrito en la base de datos.

De igual forma, podemos hacer consultas como la siguiente:

?— come (gato, gallina).
true.

Lo que preguntamos, es que si el gato se come a la gallina, Prolog infiere que dicha afirmacién es cierta.
Sin embargo, también podemos preguntar:

?— come (X, leon) .
X = oso.

Aqui se le pregunta al programa por un animal X que se come al leén, lo que infiere que es el oso. De
igual forma:

?— come (leon,Y).
Y = oveja.

Donde se le pide a Prolog que indague por qué animal es comido por el leén; donde, se infiere que es
la oveja. Asi mismo si preguntamos por quien se come al Nu:

?— come (X, ngu) .
false.

Como en la base de datos, no se hace esta definiciéon, Prolog no puede deducirla, por esta razon retorna
false.
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En las siguientes secciones, se mostrardn ejemplos méas elaborados que permitirdn al estudiante
profundizar en el tema.

El Lenguaje Prolog

Para hacer una primera aproximacion al lenguaje Prolog se presenta la estructura general que puede
tener un programa. Se presentan tres secciones Predicates (correspondiente a los predicados), Clauses
(correspondiente a las clausulas) y goal (correspondiente a las metas). En las secciones siguientes se
presenta una explicacion detallada de cada una de las secciones.

El primer ejemplo que se presenta corresponde a un problema orientado a identificar los cufiados de
una determinada persona. Se presentan las tres secciones: predicados, clausulas y metas. Este ejemplo
se retoma y adapta de los propuesto en (Cardona, Herndndez & Jaramillo, 2010)

Programa 5.2: Primer ejemplo de Prolog

PREDICATES
nondeterm hermana (STRING, STRING)
nondeterm hermano (STRING, STRING)
nondeterm casado (STRING, STRING)
nondeterm cunado (STRING, STRING)
CLAUSES
casado ("Mario", "Diana") .
casado ("Juan", "Julia") .
hermano ("Juan", "Mario") .
hermana ("Julia","Clara").
hermana ("Julia", "Gloria").
cunado (A, B) : —
13 casado (A,C),
14 hermana (C,B) .
15 cunado (A, B) :—
16 hermano (A, C),
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17 casado (C,B) .
18 GOAL
19 cunado ("Juan", Z) .

A continuacién, se explican en detalle cada uno de estas secciones.

Predicados (Predicates)

En la seccién predicates van todas las formas generales de los predicados. Por ejemplo las lineas
2 a b, se indica que hermana va a ser un predicado que operard sobre dos cadenas de caracteres. La
clausula nondeterm indica que el predicado se puede satisfacer varias veces, es decir, que pueden
haber muchos pares de personas que pueden ser hermanos.

La misma situacién aplica para los predicados hermano, casado y cunado, los cuales trabajaran
con argumentos de tipo cadena de caracteres.

Programa 5.3: Predicates

1 PREDICATES

2 nondeterm hermana (STRING, STRING)
3 nondeterm hermano (STRING, STRING)
4 nondeterm casado (STRING, STRING)
5 nondeterm cunado (STRING, STRING)
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La cldusula nondeterm indica que el predicado puede satisfacer muchas clases de posibles objetos.
Tambien es posible utilizar la clausula determ, que determina que solo puede existir un solo hecho
particular en ese momento. Cuando se hace un uso no adecuado de los predicados determ o
nondeterm, el compilador de Prolog produce un mensaje de error indicando la situacién.

Hechos (Clauses)

La seccién Clauses corresponde a todos los hechos que pueden ser considerados como las afirmaciones
del programa. En Prolog en esta seccién se especifican van los hechos y las reglas del programa. Debe
existir una relacion entre los predicados y los términos definidos.

Veamos con detalle las diferentes secciones del programa:

Programa 5.4: Clauses y Hechos

1 CLAUSES

2 casado ("Mario","Diana") .
3 casado ("Juan","Julia") .

4 hermano ("Juan", "Mario") .
5 hermana ("Julia","Clara").
6 hermana ("Julia", "Gloria").
7 cunado (A,B) :—

8 casado (A,C),

9 hermana (C,B) .

10 cunado (A,B) :—

11 hermano (A, C),

12 casado (C,B) .

La sentencia: casado (Mario,Diana).

Tiene como significado que Mario estd casado con Diana. Aunque, por la sintaxis, casado
parece ser una funcion, en realidad es un predicado. casado corresponde a la parte . . .estd casado
con. .. de la interpretacion en lenguaje natural. Es importante no confundir el concepto de predicado
en Prolog con el de funcién en un lenguaje procedimental.

La sentencia: cunado (A,B) :— casado(A,C), hermana(C,B)
Es una regla y se interpreta: A es cufiado de B si A esta casado con C y C es
hermana de B. De nuevo no se puede confundir el concepto de funcién con el de predicado; cunado,

casado y hermana son predicados.

Las reglas se componen de cabeza y cuerpo. Son similares a las expresiones si ... entonces... de los
lenguajes de programacién procedimentales.

En la sentencia: cunado (A,B) : - casado (A,C), hermana(C,B),

La cabeza es: cunado (A,B) y el cuerpo es: casado(A,C), hermana(C,B).

La cabeza se interpreta como una meta a alcanzar y el cuerpo como submetas. Una forma de
alcanzar la meta A es cufiado de B es alcanzar primero las metas A estd casado con C y

C es hermana de B.

Las variables deben comenzar por maytscula. Si un identificador comienza por mintsculas se toma
como una constante de tipo symbol, la cual tiene una funcionalidad similar a la de una cadena. Ejemplo:
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Juan es una variable, pero juan es una constante de tipo symbol. Por lo general Prolog no diferencia
entre mayusculas y minuisculas. Por ejemplo: hermana, Hermana y HERMANA representan el mismo
predicado. Una excepcién a esta regla es el caso mencionado en el parrafo anterior.

Objetivo (Goal)

En la seccién Goal se especifica la meta que se pretende alcanzar o el objetivo que se quiere verificar.
Cuando la meta tiene variables, Prolog intentara hallar todos los valores de la variable que hagan que
se cumpla el predicado.

Programa 5.5: GOAL

1 GOAL
2 cunado ("Juan", Z) .

La meta, en este programa, significa: Hallar todos los valores de Z tales que Juan sea cunado de Z. Es
decir, hallar las personas de las que Juan es cunado.

Resoluciéon y Unificacién

La resolucion en el célculo de predicados es una generalizacién del algoritmo de resolucion proposicional.
Sin embargo, existe un paso previo denominado unificacion de clausulas basado en una serie de
substituciones. Una substitucién es un mecanismo que permite transformar formulas. Su importancia
radica en su aplicaciéon a la unificacién de un conjunto de expresiones, haciendo que las expresiones
resulten sintdcticamente idénticas (Labra & Ferndndez, 1998).

Prolog utiliza un procedimiento llamado unificacion para llevar a cabo el proceso de inferencia. El
proceso de unificacién busca que dos expresiones coincidan. El proceso se realiza mediante el reemplazo
de variables por constantes o también por otras variables. Por ejemplo si se desean unificar las siguientes
expresiones:

Por ejemplo si se desean unificar las siguientes expresiones:

cufiado (josé, Z)
cunado (A,B),

Una posible unificacién podria ser:

cufiado (josé, Z)

cunado (A,B) — cuhado (josé, Z)

A/josé

B/Z

En la unificacién, la primera expresién cufiado (josé, 7), queda expresada de la misma forma. En

la segunda expresién, se enlaza A con josé y B con Z. Se evidencia que las dos expresiones resultantes
son idénticas.

.:Actividad 5.1.

1. Unifique las siguientes expresiones.
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Programa 5.6: Ejercicios unificacién de expresiones I

padre (A, B)
padre (X, luis)

cunado (jose, Z)
cunado (luis, B)

padre (A, B)
cunado (jose, luis)

[ I - A

2. Senale con cuales de las siguientes expresiones se puede unificar la siguiente expresion:

Programa 5.7: Ejercicios unificacién de expresiones 11

recomendar (X, movistar)

a) recomendar (juan, movistar)
b) recomendar (maria, comcel)
c) recomendar (A, B)

d) convenir (juan, movistar)
e) recomendar (juan, Y)

f) recomendar (movistar)

B >N B VI R

Motor de Inferencia

Cuando se realiza la ejecucion del programa, Prolog realiza una bisqueda conocida como razonamiento
hacia atras, el cual es un procedimiento que realiza una busqueda en la cual hace la seleccién de un
conjunto de reglas. Retomando el caso de la secciéon anterior, se plantea como meta identificar los
valores de z que satisfacen:

cunado (Juan, z) .

Para representar la biisqueda que realiza Prolog, se hard uso de una estructura de arbol, en la cual su
raiz es el objetivo que se pretende.

cunado (Juan, Z) .

Lo primero que intenta Prolog es unificar el objetivo con una cabeza de regla o con un hecho. Unificar
dos sentencias es simplemente hacerlas iguales, mediante sustitucién de variables. Prolog hara las
sustituciones de variable que sean necesarias para lograr que las dos sentencias sean iguales.

Inicialmente Prolog intenta unificar el objetivo con una cabeza de regla o con un hecho. Unificar
dos sentencias es hacerlas iguales, mediante un proceso de sustitucién de variables. Prolog hara las
sustituciones de variable que sean necesarias para lograr que las dos sentencias sean iguales.

Observemos el programa:

Programa 5.8: Unificacién de la meta con la primera regla

1 CLAUSES

2 casado ("Mario", "Diana") .

3 casado ("Juan", "Julia") .

4 hermano ("Juan", "Mario") .

5 hermana ("Julia","Clara").
6 hermana ("Julia", "Gloria") .
7

cunado (A, B) :—
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8 casado (A,C),
9 hermana (C, B) .
10 cunado (A, B) :—

11 hermano (A,C),
12 casado (C,B) .
13 GOAL

14 cunado ("Juan", Z) .

El objetivo unificé con la cabeza de la primera regla. Para hacer la meta y la cabeza de la regla iguales
basta reemplazar A por “Juan” y B por Z (ver lineas 7 y 14).

Se realizan las sustituciones tanto en la cabeza como en el cuerpo de la regla.

La regla:
cunado( A, B):- casado(A,C), hermana(C,B).
Se transforma en: cunado (Juan, Z) : — casado (Juan,C), hermana (C, Z) .

Para la unificacién en el arbol se adiciona un nodo hijo. En el nodo hijo aparece el cuerpo de la
regla como quedo después de las sustituciones (ver figura abajo). En la grafica también aparecen las
sustituciones realizadas (ver figura 5.4).

En la grafica también incluimos las sustituciones realizadas, A = Juan, B = Z.

cuando(”Juan”, Z)

A="Juan”
B=Z

casado(”Juan”, C)
hermano( C, Z)

Figura 5.4

La figura 5.4 ilustra que, para encontrar cunados de Juan, Prolog intentara:
1. Encontrar alguna persona C, tal que Juan esta casado con C. Es decir, hallar la esposa de Juan.

2. Encontrar personas Z, tales que C sea hermana de Z. Es decir, hallar las hermanas de la esposa
de Juan.

Unificacién de la meta con la segunda regla

A continuacién Prolog busca la unificacién con la segunda regla:

Programa 5.9: Unificacién de la meta con la primera regla

1 CLAUSES

2 casado ("Mario", "Diana") .
3 casado ("Juan", "Julia") .

4 hermano ("Juan", "Mario") .
5 hermana ("Julia","Clara").
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hermana ("Julia", "Gloria").
cunado (A, B) :—

casado(A,C),

hermana (C,B) .
cunado (A, B) :—

hermano (A,C),

casado (C,B) .

GOAL

cunado ("Juan", Z) .

La meta también se puede unificar con la cabeza de la segunda regla. Basta sustituir A por Juan y B
por Z para que la meta y la cabeza de la segunda regla queden iguales. Agreguemos un segundo hijo
a la raiz del arbol en forma similar a como se agreg6 el primero:

cuando(”Juan”, Z)

El arbol completo queda:

Posteriormente Prolog realiza la unificacién de una submeta.

A="Juan”

B=Z

hermano(”’Juan”, C)
casado( C, Z)

Figura 5.5

cuando(”Juan”, Z)

A="Juan”
B=Z

casado(”Juan”, C)
hermana( C, Z)

A="Juan”
B=Z

hermano(”Juan”, C)
casado( C, Z)

Figura 5.6

Para continuar expandiendo el drbol, se considera cada una de las sentencias de los nodos hijos como
submetas. Se tienen cuatro submetas en el flujo del programa. Se aplica entonces el procedimiento de
unificaciéon a cada uno de ellas. Se presentan la seccion clauses y las submetas del primer nodo hijo:

Programa 5.10: Unificacién de una submeta

1
2
3
4

CLAUSES
casado ("Mario", "Diana") .
casado ("Juan", "Julia") .
hermano ("Juan", "Mario") .
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5 hermana ("Julia","Clara").
6 hermana ("Julia", "Gloria") .
7 cunado (A, B) :—

8 casado (A,C),

9 hermana (C, B) .

10 cunado (A,B) :—

11 hermano (A,C),

12 casado (C,B) .

13

[
IS

Submetas del primer nodo hijo:
15 casado ("Juan", C)
16 hermana (C, Z)

La primera submeta se puede unificar con el segundo de los hechos (ver c6digo en negrilla). Basta
reemplazar C por Julia para que la primera submeta y el segundo hecho queden iguales. El reemplazo
también se hace también en la segunda submeta quedando esta de la siguiente manera:

hermana ( Julia , Z2)
Se agrega un nuevo nodo al arbol. En el nuevo nodo va la segunda submeta como quedd después de

los reemplazos (ver figura 5.7). Como la unificacién no fue con una regla, no hay cuerpo de regla para
escribir en el nuevo nodo. La secciéon de arbol queda:

casado(”Juan”, C)
hermana( C, Z)

C="Julia”

hermana( ’Julia”, Z)

Figura 5.7

La figura 5.7 ilustra que Prolog encontr6 que la esposa de Juan es Julia y que lo siguiente que
hara serd buscar las personas Z tales que Julia sea hermana de Z. En pocas palabras, Prolog buscara las
hermanas de Julia.

El 4rbol completo se configura de la siguiente manera:(figura 5.8)

Se presenta entonces la meta que se unificar.

Veamos de nuevo el cédigo y la meta que se debe unificar en este momento:

Programa 5.11: Una unificacién que produce un nodo vacio

1 CLAUSES

2 casado ("Mario", "Diana") .

3 casado ("Juan", "Julia") .

4 hermano ("Juan", "Mario") .

5 hermana ("Julia","Clara").
6 hermana ("Julia", "Gloria") .
7 cunado (A, B) :—
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cunado(”Juan”, Z)

A="Juan” A="Juan”
B=Z B=Z
casado( ’Juan”, C) hermano( ”Juan”, C)
hermana( C, Z) casado( C, Z)
C="Julia”

hermana( "Julia”, Z)

Figura 5.8

8 casado (A,C),
9 hermana (C, B) .
10

11 cunado (A, B) : —

12 hermano (A,C),
13 casado (C,B) .

14
15 Submeta:
16 hermana ("Julia", 2Z)

La meta se puede unificar con el cuarto hecho (ver lineas 5 y 16). Basta sustituir Z por Clara . No
hay cuerpo de regla ni subobjetivos adicionales para escribir en el nuevo nodo. Este queda vacio.
Gréficamente: (figura 5.9)

hermana( ”Julia”, Z)

7Z="Clara”

NIL
Figura 5.9

El 4rbol con base en la unificacién que produce un nodo vacio, queda configurado de la siguiente
manera: (figura 5.10)

Ahora seguimos expandiendo el arbol hasta que todas las hojas sean NIL o sean nodos cuyo primer
objetivo no se pueda unificar con alguna cabeza de regla o hecho. En este primer ejemplo todos los
subobjetivos se pueden unificar, por lo que todas las hojas quedan iguales a NIL. (figura 5.11)
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cunado(”Juan”, Z)

A="Juan” A="Juan”
B=Z B=Z
casado( ”Juan”, C) hermano( ”Juan”, C)
hermana( C, Z) casado( C, Z)
C="Julia”

hermana( ”Julia”, Z)

Z="Clara”

NIL
Figura 5.10

Para obtener la salida del programa anotamos los valores asignados a Z que conduzcan a un nodo
hoja vacio. Los valores se presentan en orden de izquierda a derecha como aparecen en el drbol que se
representd anteriormente y para que la salida quede en el mismo orden en que la produciria Prolog:

Zz=Clara
Z=Gloria
Z=Diana
3 solutions

De esta manera Prolog encuentra las tres cufiadas de Juan con base en los hechos codificados en el
programa.

A continuacién se muestra otro ejemplo completo que utiliza razonamiento hacia atras. Este programa
halla los ancestros de una persona.

Programa 5.12: Programa que utiliza razonamiento hacia atras

1 PREDICATES

2 nondeterm padre (symbol, symbol)
3 nondeterm ancestro(symbol, symbol)
4 CLAUSES

5 padre (Juan, pedro) .

6 padre (pedro, tibe) .

7 padre (tibe, camilo) .

8 padre (rober,maria) .

9 ancestro(A,B) :—

10 padre (A,B) .

11 ancestro(A,B) :—

12 padre (C,B),
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cunado(”Juan”, Z)

A="Juan” A="Juan”
B=Z B=Z
casado( ”Juan”, C) hermano( ’Juan”, C)
hermana( C, Z) casado( C, Z)
C="Julia” C="Mario”
hermana( ”Julia”, Z) casado( "Mario”, Z)
Z=$’Clara” Z:79G10ria7’ Z=77Car0’7
NIL NIL
NIL
Figura 5.11

13 ancestro(A,C) .
14 GOAL
15 ancestro (X, tibe) .

La meta del programa 5.12, consiste en hallar todos los ancestros de tibe.

Se presenta la seccion predicates:

PREDICATES
nondeterm padre (symbol, symbol)
nondeterm ancestro (symbol, symbol)

El tipo symbol es similar a una cadena de caracteres pero que no va encerrada entre comillas.

Si un identificador empieza por mintscula, Prolog entendera que es una constante de tipo symbol y
no una variable. Por ejemplo tibe es una constante de tipo symbol, pero Tibe es una variable.

Lo anterior evidencia que se tiene una rigurosidad en la sintaxis de este lenguaje de programacion y
debe ser tenida en cuenta al momento de construir un programa.

En la regla: ancestro (A, B) : - padre(C,B), ancestro(A,C).
Podemos observar recursion. Prolog no dispone de bucles ni de sentencias de decisién, en su lugar utiliza

reglas recursivas. En particular esta regla significa que una forma de llegar a que A es un ancestro de
B es demostrando que algin C es padre de B y que A es ancestro de C.
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La figura 5.12 ilustra el arbol de btsqueda correspondiente al programa que halla los ancestros. Siguen
explicaciones de algunas de las unificaciones representadas en el arbol.

ancestro(X, tibe)

A=X A=X
B=tibe B=tibe

padre( C, tibe)

adre( X, tibe)
P ( ancestro( X, C)

X=pedro C=tibe
NIL
ancestro( X, pedro)
A=X
B=pedro A=X
B=pedro
padre( X, pedro) padre(C, pedro)
ancestro( X, C)
X=pedro C=Juan
NIL
ancestro( X, Juan)
A=X A=X
B=Juan B=Juan
padre( X, Juan) padre(C, Juan)
ancestro( X, C)
Figura 5.12

La salida del programa es:

X=pedro
X=Juan
2 Solutions

La meta se unifica con las dos reglas. Los cuerpos de las reglas, transformados, van en los nuevos nodos.
Observe como se unifica la meta con las dos reglas. Los cuerpos de las reglas, transformados, van en
los nuevos nodos. (figura 5.13)

ancestro(X, tibe)

- A=X
S:_Ei%)e B=tibe

padre( C, tibe)

adre( X, tibe
P ( ) ancestro(X,C)

Figura 5.13
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CLAUSES
padre (Juan, pedro) .
padre (pedro, tibe) .
padre (tibe, camilo) .
padre (rober,maria) .
ancestro (A,B) :—
padre (A,B) .
ancestro (A,B) :—
padre (C,B),
ancestro (A,C) .
GOAL
ancestro (X, tibe) .

Subobjetivos del nodo que se debe expandir:
padre (X, tibe)

Se unifica el primer subobjetivo de un nodo con un hecho. El segundo subobjetivo, transformado, va
en el nuevo nodo.

Observe como se unifica el primer subobjetivo de un nodo con un hecho. El segundo subobjetivo,
transformado, va en el nuevo nodo. (figura 5.14)

CLAUSES
padre (Juan, pedro) .
padre (pedro, tibe) .
padre (tibe, camilo) .
padre (rober,maria) .
ancestro (A,B) :—
padre (A,B) .
ancestro (A,B) :—
padre (C,B),
ancestro(A,C) .
Subobjetivos del nodo que se debe expandir:
padre (C,tibe) .
ancestro (X,C)

Subobjetivos del nodo que se debe expandir:

padre (C,tibe) .
ancestro (X,C)

Un subobjetivo que no se puede unificar

Por primera vez se tiene el caso en que el primer subobjetivo de un nodo no se puede unificar con
ningin hecho ni con ninguna regla. En este caso el nodo ”se muere”. Un asterisco indica que nodo no
se expandird ya mas. No interesa que el segundo subobjetivo si se pueda unificar. (figura 5.15)

CLAUSES
padre (Juan, pedro) .
padre (pedro, tibe) .
padre (tibe, camilo) .
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ancestro(X, tibe)

padre( C, tibe)
ancestro(X,C)

C=pedro

ancestro(X,pedro)

Figura 5.14

padre (rober,maria) .

ancestro (A,B) :—
padre (A,B) .

ancestro (A,B) :—
padre (C,B),
ancestro(A,C) .

Subobjetivos del nodo que se debe intentar expandir:

padre (C, Juan) .
ancestro (X,C)

ancestro(X,Juan)

A=X
B=Juan

padre(C, Juan)
ancestro(X,C)

b

Figura 5.15

.:Actividad 5.2.

1. Represente mediante un arbol la busqueda correspondiente al siguiente programa. Escriba la

salida del programa en el orden exacto en que lo haria Prolog.




5.6 Flujo de un programa 165

PREDICATES
nondeterm jugador ( symbol)
nondeterm pareja ( symbol, symbol)
nondeterm mayor ( symbol, symbol)

CLAUSES
( pedro) .
( Juan) .
( Diana) .
mayor ( pedro, Diana ).
( pedro, Juan).
mayor ( Juan, Diana ).
pareja (X,Y):—
jugador (X) ,
jugador (Y),
mayor ( X, Y).
GOAL
pareja (A,B) .

2. Escriba y ejecute un programa Prolog para hallar los abuelos de Luis, con base en los hechos
dados. No incluya en el programa ningin hecho adicional a los dados en el ejercicio. Prolog debe
hacer todo el trabajo de inferencia.

Hechos:

Julio es el padre de Juan
José es el padre de Julia
Juan es el padre de Pedro
Julia es la madre de Pedro
Pedro es hermano de Luis

5.6 Flujo de un programa

En esta seccién veremos cémo podemos desarrollar programas tipicos de entrada - calculo - salida en
Prolog. Veremos también como el proceso de unificacién hace innecesaria la sentencia if de los lenguajes
de programacién procedimentales.

5.6.1 Programa rectangulo

En esta seccién veremos es el flujo de un programa que tiene la estructura: entrada - calculo - salida
en Prolog. También se presenta como el proceso de unificacién hace innecesaria la sentencia i f de los
lenguajes de programacion procedimentales.

Programa 5.13: Area de un rectangulo

1 PREDICATES

2 entrar (Real, Real)

3 calcular (Real, Real, Real )
4 imprimir (Real)

5 ejecutar

6 CLAUSES

7 ejecutar:—

8 entrar (Base, Altura),
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9 calcular (Base, Altura, Area),
10 imprimir (Area) .

11 entrar (Base, Altura) :—

12 write ("Base: "),

13 readln (B),

14 str_real (B,Base),

15 write ("Altura: "),

16 readln (A),

17 str_real (A,Altura).

18 calcular( Base, Altura, Area) :-—
19 Base * Altura = Area.

20 imprimir (Area) :—

21 write( "Area: ", Area),nl.
22 GOAL

23 ejecutar.

Una meta sin argumentos

Programa 5.14: Area de un rectangulo - meta sin argumentos

1 CLAUSES

2 ejecutar:—

3 entrar (Base, Altura),

4 calcular (Base, Altura, Area),
5 imprimir (Area) .

6 entrar (Base, Altura):-—

7 write ("Base: "),

8 readln (B),

9 str_real (B,Base),

10 write ("Altura: "),

11 readln (34),

12 str_real (A,Altura).

13 calcular( Base, Altura, Area) :—
14 Base % Altura = Area.

15 imprimir (Area) :—

16 write( "Area: ", Area),nl.
17 GOAL

18 ejecutar.

El predicado ejecutar no tiene argumentos (ver lineas 2 y 18 del programa 5.14). El programa no
necesitarda encontrar valores de variables que hagan verdadero el predicado. El programa unifica la
meta con la cabeza de la primera regla. De hecho, la meta y la cabeza son idénticas. Como resultado
de la unificacion, habré tres submetas para alcanzar: una entrada de datos, un calculo y una impresiéon.

Predicados que no se unifican.

Programa 5.15: Area de un rectangulo - Predicados que no se unifican

1 entrar (Base, Altura) :-—

2 write ("Base: "),

3 readln (B),

4 str_real (B,Base),

5 write ("Altura: "),
6 readln (34),

7 str_real (A,Altura).

El predicado entrar en el programa 5.15, representa la meta de que el usuario ingrese por teclado la
base y la altura de un rectangulo. Prolog alcanza esta meta con las siguientes acciones:

= Imprimir el letrero Base:
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= Recibir por teclado el valor de la cadena de caracteres B
= Convertir la cadena de caracteres B a real. El valor real queda en la variable Base.
= Imprimir el letrero Altura:
= Recibir por teclado el valor de la cadena de caracteres A
= Convertir la cadena de caracteres A a real. El valor real queda en la variable Altura.
El programa no aplica el proceso de unificacion a estas seis submetas. Simplemente ejecuta las acciones

correspondientes indicadas por cada una de ellas.

Predicados calculables

calcular ( Base, Altura, Area) :—
Base x Altura = Area.

Prolog tampoco aplica el proceso de unificacién a la meta que estd en negrilla, simplemente hara que
la igualdad se cumpla. La forma de lograr esto es efectuando la multiplicacién Base * Altura y
almacenando el resultado en la variable Area. Esto es posible gracias a que la variable Area no tiene
un valor previamente asignado.

No hay operador de asignacién

imprimir:-
A=3,
write (A), nl,
A=14,
write (A) .

El operador igual (=) es un operador relacional y no un operador de asignacién. En Prolog no existe
el operador de asignacion. En particular la reasignacién es imposible. En la regla del ejemplo Prolog
no asignarad un valor de 4 a la variable A.

Prolog interpreta la meta A=4 como consiga que 3 sea igual a 4 y no como asigne a A el valor de 4.
La salida del programa indicara que Prolog no puede lograr esto:

no
Impresién en pantalla.

imprimir (Area) :—
write( "Area: ", Area),nl.

El predicado write tampoco cae en el proceso de unificacién. La instruccién simplemente produce
una salida. El predicado nl, new line, representa un avance de linea en la pantalla y se usa en la
mayoria de las ocasiones para dar una mejor presentacién a la salida de los programas que se estan
ejecutando.

Predicados deterministas
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PREDICATES
entrar (Real, Real)
calcular (Real, Real, Real )
imprimir (Real)
ejecutar

Todos los predicados de este programa son deterministas. Observe que no esté la palabra nondeterm
antes de cada predicado. Estos predicados solo pueden satisfacerse una vez, a diferencia de detem, los
cuales son predicados que pueden tener varias instancias y se pueden satisfacer varias veces.

Raiz Cuadrada

El programa 5.16, recibe por teclado un nimero. Si el ntimero es cero o positivo, calcula la raiz
cuadrada del nimero y la imprime. Si el niimero es negativo el programa imprime un mensaje de
error. El programa ilustra como gracias al proceso de unificacion, Prolog no requiere de la sentencia
de control if.

Programa 5.16: Raiz Cuadrada

1 PREDICATES

2 entrar ( Real)

3 calcular ( Real, Real )
4 imprimir (Real)

5 nondeterm ejecutar

6 CLAUSES

7 ejecutar:—

8 entrar (X),

9 X>=0,

10 calcular (X,Raiz),
11 imprimir(Raiz) .

12 ejecutar:—

13 write ("Numero negativo\n").
14 entrar (X) :—

15 write ("Numero: "),
16 readln (Xs),

17 str_real (Xs,X) .

18 calcular( X, Raiz) :-
19 Raiz = sqrt (X).
20 imprimir (Raiz) :—

21 write ("Raiz: "),
22 write( Raiz),nl.
23 GOAL

24 ejecutar.

Ejemplos de la ejecucién del programa:

1. Ntmero: 100
Raiz: 10
yes
2. Numero: -1
Numero negativo

yes

El predicado ejecutar no determinista
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PREDICATES
nondeterm ejecutar
CLAUSES
ejecutar:-
entrar (X),
X>=0,
calcular (X,Raiz),
imprimir (Raiz) .

ejecutar:-
write ("Numero negativo\n").
GOAL
ejecutar.

El predicado ejecutar es no determinista, a pesar de que no tiene argumentos. Esto se debe a que puede
unificarse con dos reglas distintas.

Unificacién de ejecutar con la primera regla, operadores relacionales.

CLAUSES

ejecutar:—
entrar (X),
X>=0,
calcular (X,Raiz),
imprimir (Raiz) .

ejecutar:—
write ("Numero negativo\n").

GOAL

ejecutar.

Primero, el programa unifica el predicado ejecutar con la primera regla y, por lo tanto, intenta
alcanzar cuatro submetas:

1. Recibir por teclado un valor de X.
2. Verificar que X > 0 sea verdadero.
3. Hallar la raiz cuadrada

4. Imprimir el resultado.

Si el usuario entra un valor negativo falla la segunda submeta y el programa no intenta alcanzar la
tercera ni la cuarta. Podriamos decir que en este programa hay una sentencia if implicita.

Unificacién de ejecutar con la segunda regla.

CLAUSES
ejecutar:—
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entrar (X),
X>=0,
calcular (X,Raiz),
imprimir (Raiz) .
ejecutar:-
write ("Numero negativo\n").
GOAL
ejecutar.

Cuando un ntmero negativo hace fallar la primera regla, el programa procede a unificar ejecutar con
la segunda regla. Como resultado de esto imprime el mensaje Ntmero negativo.

Funciones de Prolog

calcular( X, Raiz) :—
Raiz = sqgrt (X).

Prolog incluye muchas funciones aritméticas como las siguientes: sqrt, exp, sin, cos, tan, abs,
log y 1n. En diferentes manuales se encuentran una descripcion detallada de estas funciones. Para
mas informacién consultar:

http://www.swi-prolog.org/

.:Actividad 5.3.

Elabore programas Prolog para resolver los siguientes problemas. Pruebe en el computador los
programas.

= Resolver una ecuacién de primer grado: AX + B =0, donde A # 0. Si el usuario entra un valor
de A igual a cero, el programa debe imprimir el mensaje correspondiente.

= Hallar la nota definitiva de una asignatura, la cual es el promedio de dos notas parciales. Ademsés,
el programa imprimir el mensaje gan6 o perdi6é segin corresponda. La nota aprobatoria es de
3.0.

= Hallar el mayor de tres ntiimeros enteros,

» Hallar las raices reales de una ecuacién de segundo grado. AX2 + BX + C = 0, donde A # 0. El
programa imprimir los mensajes correspondientes en caso de que A sea igual a 0, o en caso de
que el discriminante sea negativo.

Recursion

Si un problema puede resolverse usando la solucién de versiones mas pequenas de si mismo, y esas
versiones mas pequenas, se reducen facilmente a problemas solubles, entonces se tiene un algoritmo
recursivo (Baldwin & Douglas,2004). La recursién es una forma alternativa, para la resolucién de
problemas algoritmicos y computacionales. En toda definicién recursiva de un problema se debe
establecer un estado base, es decir, un estado en el cual la solucién no se presente de manera recursiva
sino directamente. Esto permite que las llamadas recursivas no contintien indefinidamente (Cardona,
Jaramillo & Carmona, 2007)
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Si consultamos un manual de Prolog nos encontraremos con una sorpresa: no hay bucles en Prolog.
Sentencias como for, do ... while y while ..., no existen en Prolog. Solo hay un camino para
lograr la repeticién: La recursion.

La llamada a un algoritmo recursivo conduce a una nueva version del método que comienza a ejecutarse,
también a una organizacion de la gestién de los parametros y la memoria.

En esta secciéon veremos diversos ejemplos que logran con recursiéon lo que, en otros lenguajes, se hace
con bucles.

Multiplicacién
El siguiente método retorna la multiplicaciéon de dos nimeros enteros de forma recursiva. El siguiente
caso de prueba que permita multiplicar los (5 * 3) recursivamente:

5x3 = 5H4+5x2
bx2 = 545=10
5x1 = 5
Generalizando se tiene:
axb = a, sib=1
axb = a+ax(b-1), sib>1

A continuacién, se muestra una prueba para este algoritmo recursivo.

5 4+ multiplicar(h, 3)
5+ (5 + (multiplicar(5,2)))
= 54 (5+ (5 + multiplicar(5,1))
54 (5+(5+5))
5+ (5+10)
5+15
= 20

multiplicar(5,4)

En la siguiente figura se muestra una de las formas como se puede representar este algoritmo recursivo.
(figura 5.16)

Factorial de un nimero

Inicialmente se muestra una deducciéon informal de cémo hallar un ntmero factorial cualquiera.
Definicién de factorial para n > 0.

o =1

1 =1

2l = 2x1=2x1!

3l = 3x2x1=3x2!

4 = 4x3x2x1=4x3!

nl = nx(m-—1)!
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multiplicar(a,b)

multiplicar(4, 3)

o [ v [3]

multiplicar(4,2)
a b

multiplicar(4,2)

@ v O

devuelve 4

devuelve 4 + multiplicar(4,2)=8

devuelve 8 + multiplicar(4,3)=12

Figura 5.16: Algoritmo recursivo multiplicar

El factorial estd definido en forma recursiva. Es muy natural, entonces, hacer un programa recursivo
para hallar el factorial. La definicién es: (figura 5.17)
A continuacién se muestra una instancia del algoritmo factorial.

factorial(3) = 3 x (factorial(2))
= 3 x (2 x factorial(1))
3x(2x1)
= 3x2
6

A continuacién el programa, la salida y varias explicaciones:

Programa 5.17: Factorial de un numero natural

1 PREDICATES

2 factorial( ushort N, unsigned F)
3 CLAUSES

4 factorial(0,1):="!.

5 factorial (N,F) :—

6 M=N-1,

7 factorial(M,F1),
8 F=F1=%N.

9 GOAL

10 factorial(5,F).

11 Salida:

12 F=120

13 1 Solution
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Factorila de n

Factorial (4)

n 4]

Factorial (3)

n 3]

Factorial (2)

n 2]

Factorial (1)

n 1]

devuelve: 1

devuelve: 1 * factoriel (2) =2

devuelve: 2 * factoriel (3) =6

devuelve: 6 * factoriel (4) = 24

Figura 5.17

Predicates
factorial ( ushort N, unsigned F)

Observamos dos tipos de datos enteros, que no habiamos usado hasta ahora. Para este caso se
debe trabajar con el valor al cual se le desea calcular su factorial.

factorial(0,1) :—1!.

Esta regla especifica el caso trivial: el factorial de cero es uno. Més adelante se explica el significado
del signo de admiracion.

factorial (N,F) :—
M=N-1,
factorial (M,F1),
F=F1«N.
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La regla codifica el método recursivo. Para hallar el factorial de N al que llamamos F el programa
debe:

1. Hallar M, el entero anterior a N, con una resta.
2. Hallar F1, el factorial de M, utilizando el predicado recursivamente.

3. Hallar F, el factorial de N, con una multiplicacién

4. factorial (5,F).

El programa se ha codificado con el nimero 5 fijo, por simplicidad. Es facil adecuar el programa
para que reciba por teclado un nimero cualquiera. En este momento el lector ya debe tener los
conocimientos necesarios para hacer esto.

Supongamos que en algiin momento de la ejecucion, el programa se encuentra en la situacion ilustrada
abajo. La meta del momento es hallar el factorial de cero. Vemos que la submeta se puede unificar con
ambas reglas.

factorial (N, F) :—

M=N-1,
factorial (M,F1), Submeta:
F=F1xN. factorial(0,F).

De la unificaciéon con la primera regla, se encuentra que F = 1, lo cual es lo correcto. Pero de la
unificacién con la segunda regla se llega a: N =0, M = —1, F'1 = (—1)!, lo cual no tiene sentido.

Se requiere de una manera de evitar que se realice la unificaciéon con la segunda regla. Esta es la misién
del simbolo de admiracién (!). El simbolo se lee como cortar, es decir detener la bisqueda.

Observamos en el c6digo que el predicado factorial es determinista, no lleva la palabra nondeterm.
El predicado es determinista a pesar de que se pueda unificar con dos reglas. Esto también es una
consecuencia del signo de admiracién que evita que las dos unificaciones sean exitosas. Si la primera
unificacion es exitosa ya no se intenta la segunda. Una unificacién exitosa es una que conduce a alcanzar
una meta en algin momento de la ejecucién.

.:Actividad 5.4.

1. Se desea escribir un programa recursivo que calcule la sumatoria de los primeros n ntmeros
enteros positivos. Por ejemplo si se desea calcular la sumatoria de los 5 primeros ntimeros, una
posible abstraccién para resolver el problema puede ser la siguiente:

sumatoria(5) = 5+ sumatoria(4)
= 5+ (4 + (sumatoria(3)))

4 + (3 + sumatoria(2)))

(3 4 (2 4 sumatoria(1))))
B+(2+1)
(3+3))
54 (4+6)
5+10
= 15

4+
4+
4+

54 (
54 (
54 (
54 (

Gréficamente se puede mostrar esta funcionalidad. (figura 5.18)




5.7 Recursién 175

Sumatoria n

sumatoria (3)

n

sumatoria (2)

71

sumatoria (1)

'IZ

sumatoria (0)

n o]

devuelve: 0

devuelve: 0 + sumatoria (0) = 1
1
)
devuelve: 2 + sumatoria (1) = 3
}

|

devuelve: 3 + sumatoria (2) = 6

Figura 5.18

2. Deduzca que problema estd resolviendo la siguiente representaciéon, y escriba un algoritmo
recursivo que resuelva este algoritmo. (figura 5.19)

.:Actividad 5.5.
1. Elabore programas para resolver los siguientes problemas. :

= Hallar el n-ésimo término de la sucesién de Fibonacci 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... Por ejemplo si se le
pide al programa que halle el séptimo término, el programa debe responder que es 13.

La serie de Fibonacci fue Introducida por el matematico Leonardo de Pisa, quien se llamaba
a si mismo Fibonacci. Cada nimero de la secuencia se obtiene sumando los dos anteriores.

Entonces:
fib(0) =1
fib(l) =1
fib(2) = fib(0) + fib(1) =2
(3) = fib(2) + fib(1)=2+1=3

Fib(3

Fib(n) = fib(n — 1) + fib(n — 2)

Por definicién, los dos primeros valores son 0 y 1 respectivamente. Los otros ntimeros de
la sucesion se calculan sumando los dos niimeros que le preceden. Escriba un programa en
Prolog que resuelva la serie de Fibonacci.

s Imprimir los ntiimeros desde 1 hasta un N dado
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Cifras n
cifras (4896)
n M n < 10 (falso)
cifras (489)
n |ﬂ| n < 10 (falso)
cifras (48)
n n < 10 (falso)
cifras (4)
n
devuelve: 4
devuelve: 4 + cifras (48) =12
!
devuelve: 12 + cifras (489) =21

|

devuelve: 21 + cifras (4896) = 27

Figura 5.19
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cAPITULO O

Proyecto Final - Herramienta de soporte al Método de Resolucién
Proposicional

Contexto y Motivacién

En el campo de la Loégica Matematica una de las areas de investigaciéon es la demostracion
automadtica. La demostracién automatica se ocupa entre otras, del desarrollo de métodos orientados
a la automatizacion de pruebas formales para identificar propiedades de las formulas proposicionales,
asi mismo, tiene como objetivo la biisqueda y el estudio de algoritmos para resolver ciertos problemas
l6gicos.

Uno de los métodos de demostracion automatica es el Método de Resolucion, el cual fue disenando por
J.A Robinson (Robinson, 1965), con el propésito de verificar si un conjunto de cldusulas es insatisfacible.
El método usa una tnica regla de inferencia, llamada Regla de Resolucion. Una de sus caracteristicas,
es que tiene como precondicién que el conjunto de férmulas deben ser clausulas. Para ello es necesario
transformar la formula proposicional a su equivalente en Forma Normal Conjuntiva (FNC).
Los siguientes elementos conceptuales permiten una aproximacion al problema en cuestion:

= Una férmula estd en FNC si esta es una conjunciéon de disyunciones de literales.
= Un literal es una proposicién atomica p o la negaciéon de la proposicion atémica —p.

= Una cldusula se compone de literales que se encuentran unidos por medio del operador de
disyuncién, esta disyuncién se puede dar entre cero o mas literales.

= Una férmula estd en Forma Clausal si se expresa como un conjunto de clausulas. La
transformacién de una formula en FNC a Forma Clausal es inmediata sustituyendo las conectivas
A por comas y englobando las disyunciones entre llaves (Labra & Ferndndez, 1998).

Por ejemplo la FNC: (pV —p A q) A (—q V p), se puede simplificar en: {p—pq, —gp}.
La regla de resolucién se aplica a pares de la cldusulas en las cuales existan literales complementarios

entre ellas. En este caso, dadas dos clausulas C y Cq, en las cuales se tengan un literal de forma tal
que [ € C1 y -l € Cy, se denomina resolvente de Cy y Cs a la clausula respecto al literal I:

Ri(Cy,Ca) = (C1—{1}) U (C2-{l})
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Por ejemplo si se tienen las clausulas: Cy = pg—r y Cy = gqr—t, se tiene que el literal ¢, estd en C; = —r
y en Cy = r, por lo tanto se puede obtener el resolvente entre Cy y Ca:

R(C1,C2) = (pg—r—{-r}) U (qgr—t—{r}) = pgU gt = pg-t

Proyecto

El propésito de este proyecto consiste en el diseno e implementacion de una herramienta informatica,
que permita la comprobacién automéitica de férmulas proposicionales, aplicando el método de
Resoluciéon Proposicional.

Requerimientos del proyecto

La herramienta informatica de soporte al método de Resolucién, debe permitir:

= Ingresar al usuario una férmula proposicional compuesta, mediante una coleccién de botones
bésicos o mediante teclado.

= Validar la correctitud de la férmula proposicional ingresada por el usuario.
» Transformar la formula proposicional a su equivalente en FNC.

= Convertir la FNC a Forma Clausal.

= Mostrar las formulas en forma Clausal.

= Aplicar el Algoritmo de Resolucion.

= Determinar si el conjunto de férmulas es satisfacible o insatisfacible.
La herramienta debe cumplir con los siguientes items.

= La herramienta debe contener un manual de uso de la aplicacion.

= La interfaz grafica debe permitir el ingreso de los operadores: unarios —, binarios V, A, —, y de
paréntesis ().

= Documentar el cddigo con comentarios JavaDoc.

4. Fases del proyecto

Para el desarrollo del proyecto del curso se definen una serie de fases orientadas a interpretar,
argumentar y resolver el problema planteado. Este proyecto estd definido en tres fases, para cada
una de las cuales el profesor define unas evidencias (productos) que deben ser entregadas en equipos
de trabajo. Para cada una de las fases el profesor propone a los estudiantes un proceso de evaluacién.
A continuacion se hace una descripcién de la fase y de las evidencias a entregar:

Fase 1

En esta fase estd orientada a que el estudiante interprete adecuadamente el problema a resolver en el
proyecto. Las evidencias que se deben generar en esta fase son:

1. Documento con una sintesis de los principales aspectos conceptuales del método de Resolucion.

2. Diagrama de flujo con el proceso para determinar la satisfacibilidad o insatisfacibilidad de una
férmula proposicional, basado en el Método de Resolucion.
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Fase 2

En esta fase esta orientada a que el estudiante argumente mediante un diseno, el problema a resolver.
Las evidencias que se deben generar en esta fase son:

1. Diagrama de clases con las clases de implementacion y sus asociaciones.

2. Proyecto en java con cddigo fuente que soporta las funcionalidades bésicas de acuerdo a los
requerimientos del proyecto.

Fase 3

En esta fase esta orientada a que el estudiante argumente mediante un diseno, el problema a resolver.
Las evidencias que se deben generar en esta fase son:

1. Proyecto en java que soporta adecuadamente el método de resolucién.

Evidencias de las fases

El proceso de evaluacién de la evidencia se basard en una rubrica por indicadores. Los indicadores
estan asociados a la evidencia que se debe presentar en grupos de trabajo.

Cada uno de los indicadores tendrd cuatro niveles de desempeno (Excelente, Bueno, Suficiente,
Deficiente), los cuales se presenta de mayor a menos nivel de complejidad. A continuacién se presenta
la descripcién del indicador y los niveles de desempeio.

Fase 1
Las evidencias que se deben generar en esta fase son:

1. Documento con una sintesis de los principales aspectos conceptuales del método de Resolucion.(ver
tabla 6.1)

2. Diagrama de flujo con el proceso para determinar la satisfacibilidad o insatisfacibilidad de una
férmula proposicional, basado en el Método de Resolucién. (ver tabla 6.2)
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Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Se presenta en un
documento con una
sintesis conceptual
del método de
resolucién.

El documento presenta
un andlisis conceptual

del método de
Resolucién, con el

desarrollo de una idea
creativa (mapa

conceptual, mapa
mental), con coherencia
entre si para apoyar la
idea general.

El analisis conceptual
tiene entre cero y dos
errores ortograficos, con
un manejo adecuado del
vocabulario, acorde con
la bibliografia de
referencia y con el apoyo
de minimo tres fuentes
bibliograficas
pertinentes segtn la
norma APA.

El documento presenta
un andlisis conceptual

del método de
Resolucion, presentando

coherencia entre la
introduccién, el

desarrollo y las
conclusiones.

El anélisis conceptual
tiene menos de 5 errores
de ortografia, con un
manejo adecuado del
vocabulario y con el
apoyo de minimo dos
fuentes bibliograficas
pertinentes y completas
segun la norma APA.

El documento contiene
un anélisis conceptual

general sobre el método
de Resolucion.

El anélisis conceptual
tiene tienen entre 5 y 10
errores ortograficos. Se
cita al menos una fuente

bibliogréfica.

El documento contiene
un analisis conceptual

general sobre el método
de Resolucion, con baja
explicacién y sin citar
autores.

Se tienen mas de 10
errores de ortografia o
de sintaxis.
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Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Se presenta un
diagrama de flujo
(DFD) con el
proceso para
determinar la
satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de
una férmula
proposicional.

El DFD presentado
demuestra compresion
del método de
resolucién, mostrando
con claridad los procesos
y el flujo de todas las
posibles secuencias,
orientadas a determinar
la insatisfacibilidad y
satisfacibilidad de una
formula proposicional.

El DFD presentado es
claro, con buen uso de la
ortografia, utiliza
adecuadamente la
notacién permitida y las
relaciones entre los
elementos son
coherentes

El DFD presentado
demuestra compresion
parcial del método de
resolucién, mostrando
algunos procesos y el
flujo de algunas de las
posibles secuencias,
orientadas a determinar
la insatisfacibilidad y
satisfacibilidad de una
formula proposicional.

El DFD presentado es
claro, con adecuada
ortografia y utiliza
adecuadamente la
notacién permitida, pero
las relaciones entre los
elementos no son
coherentes

El DFD presentado
demuestra compresion
parcial del método de
resolucién, pero sin
mostrar los procesos
basicos y el flujo de las
secuencias béasicas,
orientadas a determinar
la insatisfacibilidad y
satisfacibilidad de una
formula proposicional.

El DFD presentado es
claro, presenta errores
de ortografia y no
utiliza adecuadamente
la notacion definida.

El DFD presenta
desconocimiento de los
procesos y acciones a
realizar para determinar
la insatisfacibilidad y
satisfacibilidad de una
formula proposicional.

El DFD presentado no
es claro, utiliza notacion
no permitida y presenta
errores de ortografia.

SOSey Se| 9p SEIDUSPIAT °9

181



182 Proyecto Final |

6.4.2 Fase 2
Las evidencias que se deben generar en esta fase son:

1. Diagrama de clases con las clases de implementacién y sus asociaciones. (ver tabla 6.3)

2. Proyecto en java con codigo fuente que soporta las funcionalidades bésicas de acuerdo a los
requerimientos del proyecto. (ver tabla 6.4)
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Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Diagrama de clases
con las clases de
implementacién y
sus asociaciones.

Se presenta un diagrama
de clases completo con
la informacién y
presentacién adecuada
de acuerdo a la
semantica y sintaxis
permitida (atributos,
métodos, asociaciones,
cardinalidad),
obteniendo un diagrama
coherente entre todas los
clases y sus relaciones.

El diagrama de clases
presenta asociaciones de
agregacion, composicion
y herencia.

La estructura del
diagrama de clases se
refleja totalmente en la
implementaciéon del
codigo fuente.

Se presenta un diagrama
de clases con la
informacion basica
(atributos, métodos y
asociaciones), con
coherencia entre las
clases y sus relaciones.

La mayoria de las clases
presenta relaciones
adecuadas dando como
resultado un diagrama
facil de comprender de
acuerdo a la semdntica
permitida.

La estructura del
diagrama de clases se
refleja parcialmente en
la implementacién del
cédigo fuente.

El diagrama de clases
cuenta con la
informacién adecuada,
pero no responde a los
elementos semanticos
permitidos.

Los elementos del
diagrama y sus
relaciones son
incongruentes dando
como resultado un
diagrama de dificil
interpretacion.

La estructura del
diagrama de clases no se
refleja en la
implementacion del
cbdigo fuente.

El diagrama de clases no
contiene la informacion
adecuada ni responde a
los elementos seménticos
permitidos.

No es posible una
interpretacion del
diagrama.

La estructura del
diagrama de clases no se
refleja en la
implementacién del
codigo fuente.
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Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Proyecto en java con
cbdigo fuente que
soporta
funcionalidades
béasicas de los
requerimientos del
proyecto.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una
formula proposicional
compuesta mediante
una interfaz de usuario
completa y la cual
contiene botones de
interaccion.

Se valida la correctitud
de la formula
proposicional, mediante
la gestiéon de
excepciones.

La estructura de la
aplicacién estd acorde
con el diagrama de
clases presentado.

La documentacién se
realiza considerando el
estandar java Doc.

La documentacién no
contiene errores de
ortografia.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una
formula proposicional
compuesta mediante
una interfaz de usuario
bésica y la cual contiene
botones de interaccién.

No se valida la
correctitud de la
formula proposicional

La estructura de la
aplicacién

esta parcialmente acorde
con el diagrama de
clases presentado.

La documentacion se
realiza de una forma
bésica. Se consideran
convenciones basicas
para los nombres de las
variables y para los
distintos tipos de
comentarios.

La documentacién tiene
entre 1 y 5 errores de
ortografia.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una
formula proposicional
compuesta mediante
una interfaz de usuario
bésica.

No se valida la
correctitud de la
formula proposicional

La estructura de la
aplicacién

estd parcialmente acorde
con el diagrama de
clases presentado.

La documentacion se
realiza de una forma
muy basica. No se
consideran convenciones
adecuadas para los
nombres de las variables
y para los distintos tipos
de comentarios.

La documentacion
presenta entre 6 y 10
errores de ortografia.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una
formula proposicional
compuesta.

No se valida la
correctitud de la formula
proposicional ingresada.

El cédigo fuente de los
archivos no se encuentra
documentada.

La estructura de la
aplicacién no

esta acorde con el
diagrama de clases
presentado.
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6.4.3 Fase 3

Las evidencias que se deben generar en esta fase son:

1. Proyecto en java que soporta el método de resolucion.(ver tabla 6.5)
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Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Proyecto en java
que soporta el
método de
Resolucién.

La aplicaciéon permite al
usuario ingresar una
formula proposicional
compuesta mediante
una interfaz de usuario
completa y la cual
contiene botones de
interaccion.

La aplicacion permite al
usuario ingresar una
férmula proposicional
compuesta y se valida la
correctitud de la formula
ingresada mediante la
gestién de excepciones.

La aplicacién determina
la satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de la
férmula proposicional.

La documentacion se
realiza considerando el
estandar java Doc.

La documentaciéon no
contiene errores de
ortografia.

La aplicacion permite el
ingreso de todos los
operadores lgicos
mediante una interfaz
grafica completa y con
botones de interaccién.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una
férmula proposicional
compuesta y se valida la
correctitud de la formula
ingresada mediante la
gestién de excepciones.

La aplicacion determina
la satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de la
férmula proposicional.

La documentacion se
realiza de una forma
bésica. Se consideran
convenciones basicas
para los nombres de las
variables y para los
distintos tipos de
comentarios.

La documentacién tiene
entre 1 y 5 errores de
ortografia.

La aplicacion permite el
ingreso de todos los
operadores l6gicos
mediante una interfaz
grafica basica.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una
férmula proposicional
compuesta, pero no se
valida la correctitud de
la formula ingresada.

La aplicacién determina
la satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de la
férmula proposicional.

La documentacion se
realiza de una forma
muy basica. No se
consideran convenciones
adecuadas para los
nombres de las variables
y para los distintos tipos
de comentarios.

La documentacién
presenta entre 6 y 10
errores de ortografia.

La aplicacién permite el
ingreso de todos los
operadores 16gicos
mediante una interfaz
grafica bésica.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una
férmula proposicional
compuesta, pero no se
valida la correctitud de
la formula ingresada.

La aplicacién determina
la satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de la
férmula proposicional.

El codigo fuente de los
archivos no se encuentra
documentado.
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CAPITULO [

Proyecto Formativo - Construyendo tableros semanticos para el analisis de
proposiciones

Contexto y motivacion

Dentro del campo de la Inteligencia Artificial una de las areas de interés de investigacién es la
demostracién automatica. La demostracién automéatica se ocupa entre otras, del desarrollo de métodos
orientados a la automatizacién de pruebas formales en féormulas proposicionales y su implementacién
en lenguajes de programacion. Dentro de los métodos de demostracion automatica se encuentran los
Tableros Semantico o Tableaux Seméanticos, los cuales presentan los sistemas légicos de una forma
intuitiva, clara y concisa.

El método de los tableros semanticos realiza una bisqueda sistemética de modelos que verifica ciertas
condiciones en una férmula proposicional, disminuyendo la satisfacibilidad de toda la férmula a la
de algunos literales de la misma, es decir, la satisfacibilidad para una férmula proposicional A queda
asociada a la satisfacibilidad de un conjunto de literales.

El procedimiento de decision de los tableros semanticos puede ser representado mediante un arbol
de formacion. La férmula base representa la raiz del drbol y cada una de las hojas generadas
como hijos de la raiz son producto de una busqueda sistematica y seran considerados como nuevos
nodos o nuevas férmulas del arbol. El procedimiento del método finaliza cuando todas las hojas o
formulas se encuentran debidamente marcadas aplicando a-reglas y S-reglas. Una hoja que contiene
un conjunto complementario de literales serd marcada con una X y una hoja que no tenga un conjunto
complementario de literales serd marcada con una O. Si la hoja se marca con una X, esta hoja
serd insatisfacible (no tiene modelo), en caso contrario esta serd satisfacible, (tiene modelo). Un drbol
etiquetado en todas sus hojas, es llamado un tablero semantico.

Ejemplo: Un tablero semantico (drbol que se encuentra etiquetado) para la férmula A : (p A —p) se
muestra en el siguiente arbol:
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Como existe un par complementario
p, p s de literales {p, —p}, se puede afirmar
que (p A —p) es insatisfacible.

qN(pV—q)

La féormula A es satisfacible puesto que el
g, (pV—-q) —— conjunto{q, p} fueetiquetado como abierto
y se puede definir un modelo. El modelo para
el conjunto de dtomos {q, p},esv(p) =V

yu(g)=V.

q, p q, —q

Fases del proyecto

Para el desarrollo del proyecto del curso se definen una serie de fases articuladas orientadas a
interpretar, argumentar y resolver el problema planteado. Este proyecto esta definido para cuatro
fases: direccionamiento, planeacién, ejecucién y socializacién, en las cuales intervienen en profesor y
los estudiantes. A continuacién se hace una descripcién de cada una de estas fases.

= Direccionamiento: Esta fase es de responsabilidad del profesor. Se establecen los criterios
necesarios a tener en cuenta en el proyecto. Se presenta a los estudiantes el proyecto a realizar,
el proceso de evaluacion y los recursos.

= Planeaciéon: El profesor define los requerimientos del proyecto y las evidencias a generar en esta
fase. Los estudiantes en equipos de trabajo planifican la realizacién del proyecto.

= Ejecucién: En esta fase los estudiantes desarrollan el proyecto especificados en la fase anterior,
buscando resolver el problema planteado.

= Socializacién: Presentar a la comunidad académica el proceso y los resultados alcanzados, en
la realizacién del proyecto.

Evidencias y Proceso de Evaluacién

El proceso de evaluaciéon de la evidencia se basara en una ribrica por indicadores. Los indicadores estan
asociados a la evidencia que se debe presentar en grupos de trabajo. Los indicadores para evaluar las
evidencias son: (tabla 7.1)
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1. Se presenta en un blog un analisis conceptual de los tableros seméanticos.

Cada uno de los indicadores tendréd cuatro niveles de desempeno (Excelente, Bueno, Suficiente,
Deficiente), los cuales se presenta de mayor a menos nivel de complejidad. A continuacién se
presenta la descripcién del indicador y los niveles de desempeno.

2. Se presenta en un blog un anélisis conceptual de los tableros semanticos.
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Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Se presenta en un
blog un anélisis
conceptual de los

tableros semanticos.

El blog posee una
entrada con un
andalisis conceptual de
los tableros
semanticos, con el
desarrollo de una idea
creativa (mapa
conceptual, mapa
mental), con
coherencia entre

s{ para apoyar la idea
general.

El analisis conceptual
tiene entre cero y dos
errores ortograficos,
con un manejo
adecuado del
vocabulario, acorde
con la bibliografia de
referencia y con el
apoyo de minimo tres
fuentes bibliograficas
pertinentes segtn la
norma APA.

El blog contiene una
entrada con un
analisis conceptual de
los tableros
semanticos,
presentando
coherencia entre la
introduccién, el
desarrollo y las
conclusiones.

El andlisis conceptual
tiene menos de 5
errores de ortografia,
con un manejo
adecuado del
vocabulario y con el
apoyo de minimo dos
fuentes bibliograficas
pertinentes y
completas segun la
norma APA.

El blog contiene una
entrada con un
analisis conceptual
general sobre los
tableros semanticos.

El analisis conceptual
tiene tienen entre 5 y
10 errores
ortograficos. Se cita al
menos una fuente
bibliografica.

El blog contiene una
idea general sobre los
tableros semanticos,
con baja explicacién y
sin citar autores.

Se tienen mas de 10
errores de ortografia o
de sintaxis.
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Evidencias de la fase de ejecucién

El proceso de evaluacion de la evidencia se basara en una rubrica por indicadores. Los indicadores estan
asociados a la evidencia que se debe presentar en grupos de trabajo. Los indicadores para evaluar las
evidencias son:

1. Se presenta un proyecto en java con cédigo fuente que soporta las funcionalidades basicas de
acuerdo a los requerimientos del proyecto. (tabla 7.2)

2. Se presenta un diagrama de clases con las clases de implementacién y sus asociaciones. (tabla
7.3)

3. Se presenta un diagrama de flujo con el proceso para determinar la satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de una férmula proposicional. (tabla 7.4)
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Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Proyecto en java con
c6digo fuente que
soporta
funcionalidades
basicas de los
requerimientos del
proyecto.

La aplicaciéon permite
al usuario ingresar
una formula
proposicional
compuesta mediante
una interfaz de
usuario completa y la
cual contiene botones
de interaccion.

Se valida la
correctitud de la
formula proposicional,
mediante la gestion de
excepciones.

La estructura de la
aplicacion estd acorde
con el diagrama de
clases presentado.

La documentacién se
realiza considerando
el estdndar java Doc.

La documentacién no
contiene errores de
ortografia.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una
formula proposicional
compuesta mediante una
interfaz de usuario béasica y
la cual contiene botones de
interaccién.

No se valida la correctitud
de la formula proposicional

La estructura de la
aplicacién estd parcialmente
acorde con el diagrama de
clases presentado.

La documentacion se realiza
de una forma baésica. Se
consideran convenciones
bésicas para los nombres de
las variables y para los
distintos tipos de
comentarios.

La documentacién tiene
entre 1 y 5 errores de
ortografia.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una formula
proposicional compuesta
mediante una interfaz de
usuario bésica

No se valida la correctitud de
la formula proposicional

La estructura de la aplicacion
esté parcialmente acorde con
el diagrama de clases
presentado.

La documentacién se realiza
de una forma muy bésica. No
se consideran convenciones
adecuadas para los nombres
de las variables y para los

distintos tipos de comentarios.

La documentacién presenta
entre 6 y 10 errores de
ortografia.

La aplicacion permite al
usuario ingresar una
férmula proposicional
compuesta.

No se valida la correctitud
de la formula proposicional
ingresada.

El cbdigo fuente de los
archivos no se encuentra
documentada.

La estructura de la
aplicacién no estd acorde
con el diagrama de clases
presentado.
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Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Diagrama de clases
con las clases de
implementacién y sus
asociaciones.

Se presenta un
diagrama de clases
completo con la
informacién y
presentacion adecuada
de acuerdo a la
semantica y sintaxis
permitida (atributos,
métodos, asociaciones,
cardinalidad),
obteniendo un
diagrama coherente
entre todas los clases
y sus relaciones.

El diagrama de clases
presenta asociaciones
de agregacion,
composicién y
herencia.

La estructura del
diagrama de clases se
refleja totalmente en
la implementaciéon del
codigo fuente.

Se presenta un diagrama de
clases con la informacién
bésica (atributos, métodos
y asociaciones), con
coherencia entre las clases y
sus relaciones.

La mayoria de las clases
presenta relaciones
adecuadas dando como
resultado un diagrama facil
de comprender de acuerdo a
la semantica permitida.

La estructura del diagrama
de clases se refleja
parcialmente en la
implementacién del cédigo
fuente.

El diagrama de clases
cuenta con la informacién
adecuada, pero no responde
a los elementos semanticos
permitidos.

Los elementos del diagrama
y sus relaciones son
incongruentes dando como
resultado un diagrama de
dificil interpretacién.

La estructura del diagrama
de clases no se refleja en la
implementacién del cédigo
fuente.

El diagrama de clases no
contiene la informacién
adecuada ni responde a los
elementos seméanticos
permitidos.

No es posible una

interpretaciéon del diagrama.

La estructura del diagrama
de clases no se refleja en la
implementacién del cédigo
fuente.
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Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Se presenta un
diagrama de flujo
(DFD) con el proceso
para determinar la
satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de
una férmula
proposicional.

El DFD presentado
demuestra compresion
de los tableros
semanticos,
mostrando con
claridad los procesos y
el flujo de todas las
posibles secuencias,
orientadas a
determinar la
insatisfacibilidad y
satisfacibilidad de una
formula proposicional.

El DFD presentado es
claro, utiliza la
notacién permitida y
las relaciones entre los
elementos son
coherentes.

El DFD no presenta
errores de ortografia.

El DFD presentado
demuestra compresion
parcial de los tableros
seméanticos, mostrando
algunos procesos y el flujo
de algunas de las posibles
secuencias, orientadas a
determinar la
insatisfacibilidad y
satisfacibilidad de una
formula proposicional.

El DFD presentado es
claro, utiliza la notacién
permitida, pero las
relaciones entre los
elementos no son
coherentes.

El DFD no presenta errores
de ortografia.

El DFD presentado
demuestra compresién
parcial de los tableros
semanticos, pero sin
mostrar los procesos bésicos
y el flujo de las secuencias
bésicas, orientadas a
determinar la
insatisfacibilidad y
satisfacibilidad de una
formula proposicional.

El DFD presentado es
claro, pero utiliza no utiliza

adecuadamente la notacién
definida.

El DFD presenta errores de
ortografia.

El DFD presenta
desconocimiento de los
procesos y acciones a
realizar para determinar la
insatisfacibilidad y
satisfacibilidad de una
formula proposicional.

El DFD presentado no es
claro, utiliza notaciéon no
permitida.

El DFD presenta errores de
ortografia.
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7.2 Fases del proyecto 195

7.2.3 Evidencias de la fase de socializacion
1. Se presenta un proyecto en java que soporta el método de los tableros semdnticos. (tabla 7.5)




G'L BIqEL

Indicador

Excelente

Bueno

Suficiente

Deficiente

Proyecto en java
que soporta el
método de los
tableros
semanticos.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una formula
proposicional compuesta
mediante una interfaz de
usuario completa y la cual
contiene botones de

interaccién.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una férmula
proposicional compuesta y se
valida la correctitud de la
formula ingresada mediante
la gestién de excepciones.

La aplicacién determina la
satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de la

férmula proposicional.

La aplicacién presenta uno o
varios modelos cuando la
formula proposicional es
satisfacible.

La aplicacién muestra en la
interfaz el arbol de
formacién producto de
aplicar el método de los
tableros seméanticos.

La documentacién se realiza
considerando el estandar
java Doc.

La documentacién no
contiene errores de

ortografia.

La aplicacién permite el
ingreso de todos los
operadores 16gicos mediante
una interfaz gréfica completa
y con botones de interaccién.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una férmula
proposicional compuesta y se
valida la correctitud de la
formula ingresada mediante la
gestién de excepciones.

La aplicacién determina la
satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de la férmula
proposicional.

La aplicacién presenta uno o
varios modelos cuando la
formula proposicional es
satisfacible.

La aplicacién no muestra en la
interfaz el 4rbol de formacién

producto de aplicar el método
de los tableros seménticos.

La documentacion se realiza
de una forma bésica. Se
consideran convenciones
bésicas para los nombres de
las variables y para los
distintos tipos de comentarios.

La documentacién tiene entre
1 y 5 errores de ortografia.

La aplicacién permite el
ingreso de todos los
operadores 16gicos mediante
una interfaz gréfica basica.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una férmula
proposicional compuesta, pero
no se valida la correctitud de
la formula ingresada.

La aplicacién determina la
satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de la férmula
proposicional.

La aplicacién presenta un
modelo cuando la formula
proposicional es satisfacible.

La aplicacién no muestra en la
interfaz el arbol de formacién

producto de aplicar el método
de los tableros seménticos.

La documentacion se realiza
de una forma muy bésica. No
se consideran convenciones
adecuadas para los nombres
de las variables y para los
distintos tipos de comentarios.
La documentacién presenta

entre 6 y 10 errores de

ortografia.

La aplicacién permite el
ingreso de todos los
operadores l6gicos mediante

una interfaz gréafica bésica.

La aplicacién permite al
usuario ingresar una férmula
proposicional compuesta, pero
no se valida la correctitud de

la formula ingresada.

La aplicacién determina la
satisfacibilidad o
insatisfacibilidad de la férmula
proposicional.

La aplicacién no presenta un
modelo cuando la formula
proposicional es satisfacible.

La aplicacién no muestra en la
interfaz el arbol de formacién

producto de aplicar el método
de los tableros seméanticos.

El cédigo fuente de los
archivos no se encuentra
documentado.
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